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第一章曲 线 


§ 1-1 引 官 


曲线和曲面的微分几何包括两个方面.其中一个方面是随着 
微积分的出现而开始的，这部分可以称为经典微分儿何.粗略地 
说，绝典微分几何是研究曲线和曲面的局部性质的.所谓局部性 
质，指的是仅取决于曲线或曲面在一点邻近的行为的那些性质.适 
合于研究这种性质的方法是微分学的方法.由于这 一点，在撖分 
几何中考虑的曲线和曲面将由一定阶数的可微函数来定义. 

男一方面是称为整体微分几何的那部分.这部分研究局部性 
质对整个曲线或曲面的行为的影响.我们将在本书后面部分回到 
微分几何的这个方面. 

也许经典微分几何最有趣和最有代表性的部分是曲面的研 
究。然而 ，在 研究曲面时， 自然会 出现曲线的某些周部性质.因此 
我们在第一章中将简要地论述一下曲线. 

本章是以这样的方式组织的:那些主要对曲面感兴趣的读者， 
可以仅仅阅读§ i -2 到§ 1-5, § 1-2 到§ 1-4 的内容基本上是介 
绍性材料(参数曲线、弧长、向量积)，这些材料在其他课程中可能 
也有,但为完整起见这里还是把它们包括进来了. § 1-5 是本章的 
核心，它包含了研究曲面 所需要 的有关曲线的材料.为那些希望 
对曲线这个课 題了解 得更深一些的读者，我们编写了 §1-6 和 
§1-7. 




第一章曲 线 


§ 1-2 参数曲线 

我们记 R 8 为三个实数0, y,«) 的集.我们的目标是刻划 R 8 的 
某种子集(称为曲线)，它们在;而且对它们可 
以采用微分学的方法.定义这种子集的一种自然的途径是用可微 
函数.单个实变量的实函数，如果在所有点具有任意阶的导数(它 
们自然是连续的)，那末我们说它是可微的（或光滑的）.下面是曲 
线的第一种定义,虽然它并不完全令人满意,但对本章的目的是完 
全合适的. 

定义 从实直线 R 的一个开区间 («, 6) 到 R 8 中的一个 
可微映照 《: R 8 称为一条可 微参数曲线. 

在这个定义中，可微的意思 是指： 《是一个对应，它将每个 

映照.到点《⑺[注] -0(*), 池 2(*))€ R s , 而函数 ®(*), 
冲)都是可微函数.变量 * 称为曲线的参数.这里，区间是 
从广义的意义上说的.即包括— OOJ-+CO 的情况. 

如果我们记作)为*在《点的一阶导数，并且对函数 y 和* 
采用类似的记号，则向置〆(*)) ■«'(*)€ R a 称为曲 
线《在*点的切向量（或速度向量)，象集 《(J)cR a 称为《的轨 
迹.正如下面的例5中所说明的那样，应该仔细地区分参数曲线 
和它的轨迹,前者是一个映照，后者是 R a 的一个子集. 

关于术语的一个注 意点： 许多人采用“无限可微”这个词表示 
函数具有任意阶的导数，而“可微分”这个词则用来表示只要求存 
在一阶导数的情况.我们不采用这种说法. 

例1可微参数曲线 

«(<) = (aoosf, asinf, bt), t^R, 

的轨迹是柱面 = 上!5^^_的螺旋线。这里参数*是 
* 轴与连接原点0和点《(4) 在剛 平面上的投影的直线的夹角 

[注]这里的 ay ), —眼看出是一个矢置，所以我们不用烹体来加 a 标记，希望 
读者阅读时予 W 注意.——泽者注 



各 1 2 参数曲线 



图 1-2 


(见图 1— 1乂 

例2映照 

a: R->!R S , a(i) = (i 8 , , t^.R, 

是可微参数曲线，它的轨迹如图 1-2 所示. 注意 ： a，(0)==(0j 0), 
即在 t - o , 速度向量是零. 

例3映照 

a. R—>R 2 , as(i) =* (t z —4 ： t r 护 一 4), t^.R, 

是可微参数曲线(见图 1-3 ). 注意: 0), 即映 
照《不是 1-1 的. 



图 1-S 

例4映照 ^ 

a. R-^b a , «C0 - (i, rfl), ^ R » 




第一章曲 痤 



不是可微参数曲线 ，因为 Ml 在 i = 0 不可微(图 1-4). 

例5两条相异的参数曲线 

cc(t) = (aostj sin i), 
fi(t) = (cos 2^ sin 24), 

具有相同的轨迹，即圆周这里坨 （0- e ， 2 oc + e ), e > 
0. 注意: 第二条曲线的速度向量是第一条曲线的速度向纛的两倍 
(图 1-6). 

现在我们简要地回顾一下 R * 中向量内积(或点积)的某些性 
质.设，(％ « a , ««)€ R 8 , 并定义它的范数(或长度)为 
|«| — V t^+i4+ui. 

M 的几何意义是从点(地，吣， O 到原点0= (0, 0, 0) 的距离. 



IB l-f 



规在设 M - («1, Ms ) 和⑴ =( h , 属于 R 8 , 设沒， 0<6»< 

A 是线段 0« 和 Oa 形成的角.内积 mi 定义为(见图 K ) 

U'V= |u| |«| 0030, 

这时成立以下的性质 .. 

1. 假设《和史是非零向量.则当且仅当以与《正交时， 《•« 

- 0 . 

2. u-v — V'U 

3 . X ( u ' v ) ^^ M ' v — u ^ Xv . 

4. u* {v+w) =M*«+WtW. 

下面我们给出内积的一个有用的表达式.设办 一(i, 0,0), 
1, 0), e s =(0, 0, 1). 容易证明，如果 则内弋=1, 

而如果柃 i 则内•巧= 0,这里 （ ；-1, 2, 3. 因此，若记 
u = + Usfi 2 + Us0 3 , v = + + 

并运用性质3和4,我们得到 


U'V = UxVi+ u a v a + UaVa. 

从上面的表达式 可知： 如果和 v ( t) f ^1, 是可微曲线, 
则是可微函数，且 


(u(t) *v(t)) (i) •_) -\-u(t) »^( 0 . 


习 趣 





1. 求参数曲线 《0), 其轨迹为圆* 2 +!/ 2 =1,并使《(0沿 着圆垮 顺时针方向 




运动，且《(0)=(0, 1). 

2. 设 c *(0 是不通过原点的参数曲线.如果《(4)是 <* 的轨迹上距原点最近 ；^ e ) 
( A 的点，且证明位置向置 a ( Q 正交于 a ，( t 。). ^hr ^ 0> ； 4广 Jf — 
试描述二阶导数《"(»)恒等于 零的参 数曲线 《(*>. : i = 0 

4.设 a ； I ^ R 8 是参数曲线；并设 《€ R 8 是固定向量.假设对所有的 *€ 


1, a '( f ) 正交于且 a (0) 也正声于 《. 证明： 巧逆有的 *€ Z , a ( i ) 正交 ^ 

^设 a ： I — R 8 是参数曲线，对所有的吒忍 ^(*)+0. 证 明：当 且仅当 
有的 a(o 正交于 <*'(0 时， KOI 是非 零常数 .， 



绾一章曲 线 


§1-3 正则 曲线; 弧长 

设 > r 3 为可微参数曲线.对每个 cr , 若 t /( f )# o , 可 
以定义一条包含点 《(<) 和向量 〆 <>)的直线.这条直线称为《在 
f 点的切线.对曲线的微分几何研究，基本的一点是在每一点存 
在这样一条切线.因此我们称 《'(0_ o 的点《为《的奇点，而且 
我们只限于研究没有奇点的曲线. 注意： 在 §1-2 的例2中，点 
是奇点. 

定义 一条可微参数曲线 《:1— R 8 称为是正则的，如果对所 
有的坨都有⑻ #0. 

今后我们将只考虑正则的可微参数曲线(而且为方便起见通 
常省略可微二字). 

给定圯 I ,正则参数曲线《: j — R 3 从点~开始的弧长定义 
为 

k (*) |由， 

这里 | a ⑼卜 

是向量 《 W ) 的长度.因为《'(0 ¥0,所以 弧长* 是 * 的可微函数， 
且 < fe / d «=| o /0)|. 

在习题8中，我们将对上述_长定义的合理性给出一个几何 
论证. 

可能出现这样的 情况: 参数#已经是从某点起计算的弧长.在 
这神情况下 < fe / di - i -|«'(0 l , 即速度向量的长度总等于1.反 
之，如果 y ⑺卜1,则 

*-!• dt^t—1 0 , 

即*是《从某点起计算的弧长. 

为简化叙述起见，我们以后都用弧长作参数来表示曲线 .后/ 
面我们将会看到(见§ 1-5) 这个限制不是实质性的.一般并不需 



SI -3 正则 曲线； 弧长 


要提到弧长 * 的 起点，因为绝大部分概念是以 《(*) 的导数来定义 

的. 

为方便计，我们再作一约定.给定由弧长参数 *€ ( a , i ) 表示 
的曲线《，我们可以考虑另一条由 )8(— s )= a ( s ) 定义于(一 — a ) 
的曲线尽曲线 )8 与曲线《有相同的轨迹，但是按相反方向描绘. 
这时， 我们说这两条曲线相差 一个定向的改变. 

习 睡 

1. 证明：正则参数曲线 《(0 = (3t, 3t 8 ) 的切线与直线 y=0, *=* 的夹 

角是不变的. 

2. 当呼平面上一个半径为1的圆盘 沿着* 轴无滑动地滚动时，圆盘的周线 

上一点画出的轨迹称为旋轮线（图 1-7). 2 

*a. 求一参数曲线《： R—R s , 其轨迹为此 i 轮线，并求出它的奇点 

b. 计算相应于圆盘滚动一圈的旋轮线的弧长 


__ L 

图 1-7 旋轮线 

3.设 0A = 2a 是圆 Si 的直径，和乂 F 分别是圆 S 1 在0点和4点的切 
线.从0点出发的半直线 r 与 S 1 相交于与直线』 F 相交于 S. 在 OS 
上截取线段 Op = CB . 如果我们以0点为轴心旋转 r，p 点描绘出来的 
曲线称为 Diodes 蔓叶线.取04为 * 轴: OS 为 y 轴,证明： 

a. «C0= -~ s ), *eR, 的轨迹是 Diodes 蔓叶线 (htenb, 

见图1-8〉. ^ 

b. 原点 (0, 0) 是此蔓叶线的一个奇点. 

C. 当^^时，⑴趋于直线且&⑺ — (2<», 0). 因此，当 h 
〜时,赛叶线及其切线趋于直线 ®=2a； 我们说 X = 2a 是此驀叶线的 
渐近良 



图 1-8 蔓叶线 

设 a: (0, w)->R 2 , 由 


图 i -9 曳物线 


a(4) =^cos t, cos *+log tan-1-^ 

给定，这里 * 是》轴和向量 0((0 的夹角.则 a 的轨迹称为戈物线(见图 

1-9). 证明： 

»• «是可微参数曲线,曲线上除了点 S=|_ 以外都是正则点. 

b - 此曳物线的切线上切点和 y 轴之间的线段的长度,总等于 t 
设《: (―1, _+oo) —R3 由 



给定.证明： 

对*-=0, a 与：》轴相切. 

b. 当 t-> + co 时， a ( t )-*(0, 0), 且 a ，(04(0, 0). 

c ' 取反向曲线，当*— 一1 时，曲线及其切线趋向于直线 z+y+a- 

0. 


§1-3 正则 曲线； 弧长 



完整地画出 a 的轨迹，使它关于直线对称，这样 得到的图形称 
为 Descartes 叶形线 (见图 1-10). 

6. 对参数曲线 <*(*)=»(以*<303~ a « 4 ' mnO , 古 SR ， 和 & 为常数， a >0, b 

< 0 , 

a. 证 明：当 + 时， a(() 围绕原点0螺旋形地盘旋并趋于原点0 
(正因为这样，《的轨迹称为吋数蟬线 .）（ 见图 1- H ). 

b . 证 明：当 Boo 时, a ' ⑴ 4(0, 0): 且 



fei -11 对 数螺线 



[10] 


第一章曲 线 


limj \a'(i)\dt 

是有限的，即 a 在[*。，具有有限弧长. 

7- 对一个映照 a ^— R 8 , 如果表达式 《( f ) = 0 Kt ), y ( t ), «(0)中的每一个 
坐标函数具有直到*阶的连续导数，则称此映照为0类曲线.如果《 
仅仅是连续的，我们说 《是0° 类的.如果映照 ot 是 1-1 的，则称曲线《 
为简单曲线. 因此§ 1-2例3中的曲线不是简单曲线. 

设 a ； 2-> R 8 是类的简单曲线.如果由《 (知 和 a { to ) 央定的 
直线当 A ->0 时有极限位置，则我们说《 在卜 有弱 切线. 如果由 
ot ( t 0 + A 〉* a ( f fl + fc ) 决定的直线当& 0时有极限位置，则我们说《 
在 有强切线. 证明： 

a . «(*) = (**, t 2 ), 在* = 0有弱切线而没有强切线. 

* b . 如果 a ； I -^ R » 属于0类,且在正则，则 tx 在有强切线. 

0- 已知属于以类而不属于<? 2 类的曲线 

a( o =•( ，当。 °， 

I - O , 当 i <0. 

画出此曲线及其切向量的略图. 

*3. 设《:_?"> R » 为可微曲线, [ a , &] cl 为闭区间.对 [«, .&] 的每 一分割 
a=f 0 <fi< •••<(„ =5 

考虑和式 g | = Ka , P ), 这里 P 代表给定的分割.分割 

f 的范数定义为 

|P|=max(Wi), »' = 1, •••； n. 



图 1-12 

几何上， K «, •?) 是一内接于《([«， &]), 顶点在《(0的折线的长度 
(见图 1-12). 这个习题的要点是 证明: «([ a , 幻)的弧长，在一定意义上 
是内接折线长度 的极既 



§1-4 ft 3 中的向量积 


证明： 对给定的 e >0, 存在5>0,使得若 | P |< S 则 

P) | <e. 

9. a. 设《： I—R 8 为一类的曲线(参见题 7). 运用题8中描述的折线 
逼近，给出《的弧长的一个合理定义. 
b. (不 可求长的曲线 .） 下面的例子表明：对任何一个合理的定又，在一 
个闭区间中的0类曲线的弧长仍可能是无界的.给定曲线 [0, 1] 
R a , 当 t ★ 0时, 《(f) = f sin (cr/0), 而 <0〉= (0, 0〉.从几何上证 

明,相应于 i/(«+i)^<i/« 的这段曲线的弧长至少是 a/ (»+4). 
由此再证明 :曲线 在区间1/汉的长度大于因 
此当 N—oo 时它趋向于无穷大. 

10. (直线为最短线)设《： z—R 3 是一参数化曲线. 

设 [a, b ] cl , 令 a ( a ) = p , a ( b )= q . 
a. 对任何常值向量 v, |H=1, 证明 

(g-p)»v= a '{ t )' vdt <： J 6 |a'(0|^. 

b •令 

证明： 

[«(&)-«(a)j<£ loX*) \dt, 

即从 《(a) 到 «(6) 长度最短的曲线,是连接这两点的直线•丨 

§1-4 R 3 中的向量积 

在这一节中我们将论述 R 3 中向量积的一些性质.这些性质 
在今后研究曲线和曲面时是有用的., 

首先我们 回顾一下向量 空间的 定向的概念. 对》 维向 量空间 
V 的两个有序基《={典}和/={/ < »=1,.", 〜如 果基的变换矩 
阵的行列式是正的，则这两个有序基 有相同定向. 我们记这种关 
系为 e 〜从行列式的基本性质可知， e 〜/是一种等价关系，即 
它满足： 
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1. e^e. 

2. 如果0〜/,则/〜 0. 

3. 如果0〜/，/ 〜劣则 &〜 g . 

因此， r 的所有有序基的集合被分解成等价类(一个给定类的各元 
素有〜关系)，根据性质3,这些等价类是不相交的.因为基变换 
的行列式不是正就是负，所以仅存在两个这样的等价类. 

根据以上关系确定的每一个等价类，称为 r 的一个定向.因 
此 r 有两个定向.如果我们任意选定其中的一个定向，则另一个 
称为相反定向. 

在厂=舻的情况，存在一个自然的有序基0,0)， 
e a = (0, 1, 0), e 3 = (0,0,1), 我们称相应于这个基的定向为 R 8 的 
正定向，另一定向为负定向（当然，这点可同样适用于任何 R”). 同 
样，当 R 8 的一个给定的有序基厲于 R 8 的正定向(或负定向）时， 
我们称这个基是正基(或负基).因此有序基^ e 8 ，办是 一个负 
基，因为变换这个基为％ e 2 , %的矩阵的行列式等于 一1. 

现在我们来谈谈向量积.设«和® (按这一次序） 
的向 f 积,是 R 8 中由下式唯一决定的向量 《八1 

( mA ^) *«=de-t(w, v , ca ), 对一切向量 co€R 8 . 

这里 det(u, o>) 的意 思是： 如果％ % o> 关于自然基{的}的表 
达式为 

u= 2 14^ ^ = 2 ® A, «= 'EcOiBi, i = l, 2, 3, 

Wi Uz Ua 

则 det(w, v , co) = v 1 D a v z , 

■ COi co s Oi 3 

表示矩阵 0«) 的行列式.由定义直接可得 

y 叫 t 卜 叫以 | % Wa U . a ) 

I ^ v a \ \vi v s \ I -Ua J 
注 UAW 也常常写作 MX 并把它称作 叉积. 

以下几个性质是很容易验证的(事实上它们正表达了行列式 
的一般性质)， 
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1. uAv - v/\u (反交换律）. 

2. uhv 好 u ， w 是线 性的； 即对任何 实数％ 6,我们有 

( jm + boo ) 八《 =伽八《屮 6 co 八 1 ». 

3. 当 a 仅当 m 和《线性相关时, 《^= o . 

4. 0, (« A «)*«=-0. 

由性质4可知，向貴积 M 八是《和 u 所组成的平面的法 
向.下面我们给出它的范数和方向的几何解释. 

首先，我们看到 （ tiAw ) • («八《) = |«八 《 l s >0. 这意味着向 
量 M , If , utvo 的行列式是正的，即% u /\ v } 是一个正基. 
其次，我们证明以下 关系： 

\ u •(& v * x \ 

(« Ar ).(* Ay )= . L 

\ u.y V ' V \ 

这里 u , y 是任意的向童.这是容易证明的，因为我们注意 

到上式两边关于 H g 都是线性的，因此只要验证下式就足 
够了 

OiM). (enhei) = I e, % 01 6]c I “ Z=l, 2, S, 

I e ^0 i erei I 

这是直截了当的. 

于是，可以得到 

\ u*u u*v I 

|mAd| 2 — = |«|*| v| 2 (1-oos 3 ^) = A* t 

\ U'V V ' V \ 

这里沒是 《 和 w 的夹角， 2 是由《和似铒成的平行四边形的面积， 
简单地说， M 和 W 的向量积是一个垂直于 《和1 生成的平面 
的向量,这个向量的范数等于由《和”组成的平行四边形的面积. 
这个向量的方向取得使% Uhv } 是一个正基（图 1-18). 

向量积是不可结合的.事实上，我们有以下的恒等式： 

(u/\v) /\<o — («•£<>) 1 ) — (v'<o)u, ( 2 ) 

式 (2) 可以证明如下.首先我们看到，等式的两边都关于 U , % « 
线性，因此,只要对所有的基向量式 (2) 成立,则此恒等式便 是正确 
的，而对所有的基向量式( 2 )成立这一点是可以直雜了当坞证明 
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图 US 


的，例如 

(eiA»a) e a — 

最后，设《(0 - («i(*L ^a(i), 叫⑺乂和 《(*) = v 2 ( t ), 

%(0) 是从区间 (h &) 到 R 8 的可微映照， te ( a , b ). 由式⑴直 
接可知 w(i)A<0 也是可微的，且 

(^(*) A”W) -鲁 A'pC*) +«(<) A 

向暈积出现在许多几何结构中是很自然的.事实上， R 8 中平 
面和直线的几何学的绝大部分，能够清楚地用向量积和行列式来 
表达.在下面的习题中，我们将复习一下这方面的部分内容. 

习 睡 

1. 验证下列的基是否为 正基： , 

a. R a 中的基 {(1, 3), (4, 2)}. & ^ 

b. R* 中的基 {(1, 3, 5), ( 2 , 3, 7)，（4, 8, 3>}. *5 

*2. 包含于 R 3 中的平面 P 由方程 o*+&!/+ 從 +d=0 给定. 证明： 向置 
(a, b , c) 垂直于平面 P , 且平面 P 到原点 （0, 0, 0) 的距离为 M|/ 
V ^+^ + c 8 . 

*3. 求平面 5»+3y+2*-4=0 与平面 3 x + 4 y - 7 t = 0 的交角 • 

*4. 已知两个平面 i = l, 2, 证明： 这两个平面平行的 
奔要条件是 

fL = iL=.^, 

(2« &3 Cg 



备 1-4 中中的 向量轵 [15] 

这里 约定: 如果分母是零，则相应的分子也是零(如果两个平面或者重合 
或者不相交,則我们称这两个平面是平行的). 

5. 证明： 通过不共线的三点 yi ， 朽=(*3,他《，)， Ps =(» s , 
S / s , *3) 的平面，由方程 

Cp - Pi ) A ( p — PaMp _ P 3) = 0 

给定，这里 p =( 而 y ， *〉是平面上任意的一点，而 p -巧表 示向量（工- 
%， y — yi ， «-总1),余类推. 

*6. 已知两个不平行的平面 <^+{^+¥+^ = 0, {=1, 2,证明： 

这两个平面的交线可以用参数表示为 

a ：- a ： o = Wi ^ y -~ y 0 = U 2 t ， «-^ 0 = w 3 i , 

这里(抑， ？/ o , 必。）属于交线， m =( wi ， w 3 ) 是向量积1^=外八如， 

〜， 〜)，‘=1， 2. 

*7. 证明 ：平面 

与直线 


cc-ccQ^utty </-j/o=w 3 ij- «-^o=w 3 { 

平行的充要条件是 


C(Wi + bu>2 4- CZIg = 0 m 
*8. 证明： 两条不平行‘的直线 


x-Xo=U!t t y — ya=iht ， z-e 0 =u^ t 
X—Xx = Vit f ^― </!=*= ^( 0 ? = 

之间的距离？由下式给定 


这里 《=(« i ， m *, u s ), v =( ui , v t , v B ), r = { x 0 - x 1 , yo - tf !, 

9_ 求平面 3 x +^/+7 g +8=0 和直线 a ：-2=3 f , y -3=5 t , «-5=9 f 的交 

角. W 叫 f 

10. R 3 的自然定向，使我们可能对两个线性无关的向量叫 f > GR * 所组成的 
平行四边形的面积乂,给定一个符号.为此，设 {«,}, *=1, 2,是 阳的自 
然有序基，并记 M = Miei +« ae 3 , v = v J e 1 + vae 2 . 观察下列矩阵关系 



结果得 a f=| Ml m T . 

I ^1 U 2 I . 

由于最后一十行列式与基 {«, v } 同号，我们可以按 { u ， v } 的定向是正 
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或负来说 A 是 正的或 负的. 这称为 R 3 中 的定向 面积. 

11. a . S 明： 由三个线性 无关的向置吣 v , <^舻组成的平疔六面体的体 
积 7=|( mA 0* w |, 并论述 R 8 中 的定向体积的意义. 
b . 证明 

i / >1 \ 


F 2 = 


\/ 


12. 已知向量《_0 和向量 吣 证明： 当且仅 当《 垂直于《时，存在一个向置 
〜使 mAv -0). _向量《是不是唯一的？如果不是的话，那末最一般 
的_ 是什 么? 

13. is ；«(#)=■ «3(0, «»(*)) 和《00 = (%(0, v 2 (0, v 8 ( j )) 是从区间 

( a , &) 到 R 8 的可微映照.如果导数《\*)和 ^(0 满足条件 

v ， Xt)=au{t) +bv(t), v , (0 = ow(0-«vCO) 

这里 a , &和 c 是常数,证明 < i ) A «(0是常向量. 

14. 求出所有与向量 （2, 2, 1) 垂直并与点叫0, 0), (1， — 2, 1〉，（一 1，1, 
1) 所决定的平面平行的单位向量. 


10 - 






§1-5 以弧长为参数的曲线的局部理论 


这一节的内容，包含本书后面部分要用到的关于曲线的主要 


结果. 

设 J =0, &)— R 3 是一条以孤长为参数的曲线.由于切 
向量 《'( s ) 具有单位长度，从而二阶导数的范数 |«〃( s )|, 度量了 
邻近切线与 s 点切线的交角的变化率.因此|«〃0)丨表示在 a 的 
—个邻域中，曲线以怎样的速率离开*点的切线(见图 1-14) •这 
可以启发我们作出以下的定义： 

定义设《: I — R 8 是以孤长为参数的曲线， s € I , 则数 
| a "( s )|-= i ( s ) 称为《在点 s 的曲率. 

如果《为直线， «( s )=« s +^ 其中《与《是常向貴（|«| = 
1), 则 ㈣. 反之，如果*= K ，( s ) | =0,积分后则有 《(*) 

«，所以这曲线是直线. 

注意，当定向改变时切线的方向也改变，即如果泠(一 s )_ 
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因此改变定向时 a 〃( s ) 和曲率保 
持不变. 

在左(*)爹0的点，可由方程 
定义与 WO ) 同 
方向的单位向量 n ( s ). 而且，微 
分 a '( S )*«'( S )= l , 可得 《〃( s ). 

« ， ( s )=0 J 即《〃(*)与《» 正交. 

因此 n ( s ) 与 《'( s ) 正交， 称打 ( s ) 

为在 a 点的主法向量.由单位切 
向量 《 f ( s ) 与主法向量决定 ® 

的平面，称为在 s 点的密切平面（见图 1-15). 

在 fc ( s ) =0的点，主法向量（因此密切平面也)没有定义(参见 
习题 10). 为对曲线进行局部分析，密切乎面对我们来说是不可少 
的.因此为方便起见，我们采用以下的说法，即如果 《〃(*)- 0,则 
我们说 *€ I 是一 阶奇点 (《'( s ) • 0的点称为零阶奇点). 
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以下我们将只考虑没有一阶奇点的，以弧长为参数的曲线. 
我们用力)=«'00亵示《在 * 点的单位切向量.因此 *'( s ) = 
Ks ) n («). 

单位向量 &( s ) - t ( s ) A »( s ) 是与密切平面正交的，称 为在* 
点的从法向量.由于 &( s ) 是一单位向量，因此长度 l &'( s ) 丨是邻 
近的密切平面与 s 点的密切平面的变化率的度量，即 &'( s ) 度量 
了在 s 的一个邻域中，曲线以怎样的速率离开 * 点的密切平面(见 
图 1-15). 

为计算我们注意，一方面 i ，( s ) 垂直于吵)，另一方面 
b r (s) =f(s) An(s) +t(s) 八 n’(8) —f (s) 八 1 w’(s); 

即 b f (s) 也垂直于 t(s). 因此 6'(s) 平行于 n(s), 我们可以用某个 
函数 t ( s ) 来记 

b f (s)=r(s)n(s). 

(注 意: 有许多作者用 一 t ( s ) 表示我们这里的 t ( s ).) 

定义设 《: I—R 8 是一条以孤长 a 为参数的曲线 ,s€I , 且 
a"(s)^0. 则由 &'(«) -t( 8 )«(») 定义的数 r(s) 称为《在 * 的挠 

率. 

如果 a 是一平面曲线(即 a ( I ) 包含在一个平面中)，则此曲 
线所在的平面与密切平面一致，因此反之，如果 T =0( 且 
妗0)，我们有&0) _&。=常数，因此 

(«(*) • 6。) ’ = a' (8) . - 0 . 

可见 《(*) 七-常数，因而 《( s ) 包含在垂直于&❶的平面中.这里， 
k 处处不等于零的条件是实质性的.在习题10中我们将；给出个 
例子，例中 T 能定义为恒等于零，但曲线不是平面曲线. 

桡率与曲率不同，它可以是正的，也可以是负的.挠率的符号 
具有几何意义，这点将在以后论述(见 Si - e ). 

注意： 当改变定向时，由于从法向量的符号也跟着 
改变.由此推得 &'(s), 以及挠率在改变定向时是不变的. 

让我们总结一下我们的观点.对参数 s 的每个值，我们给定 
三个正交单位向量 f ( s ), 6( s ). 它们形成的三面体称为在 


§1-5 以弧长为参数的曲线的局部理论 [W] 

* 的 Frenet 标架.当向量 *0) 和6 (s) 的导数 t '( s )- hi , &'(s) 
=饥用基\好表达时，产生了一些几何的量(曲率4和挠率 
r), 这些量使我们了解《在8的一个邻域中的行为. 

对其他的局部几何量的探索，引导我们去计算 V(s). :然而， 
由于6/\之我们有 

n '{ s ) — V ( s ) 八<(8) +6(*) 八 i ’(*) — —rb — kt , 

我们又得到曲率和挠率. 

为以后的应用，我们将称下列方程 

I t ’ 篇 Jen, 

n = — kt — vb, 

为 Frenet 公式(为方便起见，我们省去了参数 *). 在这一部分， 
以下几个专门名词是常用的. 幼 平面称为从衫平面，而4平面 
称为法平面.包含 《(*) 且通过 《(») 的直线称为主法线，包含 &( s ) 
且通过 《(*) 的直线称为从法线.曲率的倒数称为在*点 
的曲率半径.当然,很容易证明;一个半径为《•的圆的曲率半径是 
»*. 

实际上，我们可以认为， R 8 中的曲线是从一根直线通过弯曲 
(曲率)和扭转(挠率)而得到的.从这种解释去思考, ; 我们就会去 
推测以下的绪论，粗略地说，这个结论表明&和 r 能完全描述曲线 
的局部行为. 

曲线局部理论的基本定理给定可微函数 A(«)>0 和 T(S), 
sei , 则存在一正则参数曲线《: I—R a , 使 s 为 a 的孤长，5(«) 为 
«的曲率,4»)为《的挠率.而且，满足同样条件的其他任何曲线 
5与《只相差一个刚体运动，即存在 R 8 的一个具有正的行列式的 
正交线性映照 P 和一个向量(3,使 S»(00fl£+C. 

以上的结论是正确的.完整的证明涉及常微分方程的解的存 
在和唯一性定理，将在第四章的附录中给出.然而，具有同样的 
*, A ( S ) 和 T ( S ) 的两曲线之间只差一个刚体运动的唯一性的证明 
却是简单的，可以在这里绮出： 
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基本定理 的唯一 性部分的证明我们首 先注童 到， 在刚体运 
动下孤长、 曲 率和挠率是不 变的； 这意味着，举个例子来说，如果 
M ： R 8 -> R S 是一刚体运动，且 《=«(*) 是一参数曲线,则 




这似乎是合理的，因为这些概念是使用某些导数的内积或向董积 
来定义的.（这些导数在平移时是不变的，而内积和向纛积是以向 
纛的长度和角度来表达的，因此在刚体运动时也是不变的 .） 仔细 


的验证留作习题(见习题 6). 


现在，假设两条曲线 «-«(«) 和 5 = 50) 满足条件々0) - 
J (S) 和 T(8) 861.设 & Wo , &0和？0, 5。分别为 a 和 

a 在 *-So€ I 的 Frenet 标架， 鼓然， 存在一个使 5( So ) 到 «( so ), 
使 fo , 心， So 到 k « o , &<»的刚体运动.因此，对 S 作此刚性运动 
后,我们有 并且 a 的 Frenet 标架 #0), n(s), b(s) 

和 a 的 Frenet 标架 ？(*), n ( s ), 5(#) 分别满足 Freneii 方程： 


f dt j 

■^ r kn ， 

1 -士汍 


- dt 
ds 
dn 
is 


= krij 

=—M — rn t 
= vn 3 


而 * ( So )-; ( So ), n ( s 0 ) =™( stt ), i(so) =5( s 0 ). 

规在，利用 Frenet 方程,我们看到对所有的«€1, 


4去仆， a + l “ l a + l &_ M a } 

t'-t'y+ib-l, b’ 一 By+<n-n ， n r -n^ 
— t, n — 7i>+t 〈 5 一 5, w — n^ — k^n 一 n, t — 古 > 


— v 〈 n—n, 6 —5> 


- 0 . 

因此大括号中的表达式是常数，而旦因为对 s -« o 它是零，所以它 
饵等于芩，从而对所有的 s € Z , 我们有 *(*)-^0)，( sX 8 ；) ; 



n-s 以弧长为参数的曲线的局部理论 




fc ( s )=5( 8 ) •由于 




我们得到心 )( a —0=0. 因此 a (8)= S ( s )+ A 这里 <* 是一常 
向量.由于 « U ) =«(%),我们有 a =0 ; 因此,对所有的 s 6 夂我们 
有《(*)-4(«),证毕. 

注1在曲线为平面曲线《: I — R s 的特殊情况，有可能给曲 
卑 h 一个符号.为此，设{心办}为 R a 的自然基(见§ 1-4), 并定 
义法向量 n (*), sGl , 使基 0( s ), n ( s )} 与基{心喵 有相同的定 
向,则曲率 i 由下式 定义： ； 

&t , 


无可能是正的，也可能是负的.显然，符合前而的定义，而且当 
我们改变《的定向,或改变 R a 的定向时 j 的符号都要改变(图 1- 
16 ). 



还应该注意到 的是： 在平面曲线的情况 O = o ). 上述基本定 
理的证明事实上是很简单的（见习题 9). 

注2给定一正则的参数曲线 a : (不一定以弧长为参 

数)，有可能得到一条以弧长为参数的曲线 A 它与《的 

轨迹相同.事实上，设 

I a r (t) ( dt f t 3 
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由于而 / c ^=| YO {) 丨孕0,所以函数具有可撤的反函数*- 
t ( s ), s ^ s ( I ) 这里,用一种有些混淆的记法，《也就是 S 的反 

函数 S - 1 . 现在设泠= ㈣ ： J ^ RV ® 然;8⑺ = a ( I ),. 具 I 牙 ( s)l 
^\ a ! ( i )>( dtfda )\= l . 这表示 (8 具有与《相同的轨迹，而且卢是 
以孤长为参数的.通常说々是《(1)的用孤长的再参数化. 

这个事实使我们能够将前面定义的所有局部概念扩充到具任 
意参數的正则曲线.因此,我们说 a : I - R 8 在的曲率 A ( f ), 
是«(1)用孤长的再参数化 A 在相应的点的曲 

率.这显然是与 i 8 的选择无关的，它表明了在 §1-3 结尾部分所 
作的仅考虑以孤长为参数的曲线的限制不是实质性的. 

在应用时，如果能有一些使用任意参数来表示几何量的明确 
公式，往往是方便的，我们将在习题12中给出一些这类公式. 

习 题 

如果没有明确说明，这里《： 1-* R S 总表示一条以弧长为参数的曲线，且 
对所有的 s & r , 曲率 m 代 
i . 已知参数曲线(螺旋线） 

a ( s ) = ( acos 士, asia 含, s 6 R » 

这里 c 2 = a 2 +& 3 , 

a . 证明参数 s 是弧长. 

b . 求 a 的曲率和挠率. 

0. 求 a 的密切平面. 

d . 证明: 包含 《( s ) 并通过 «( s ) 的直线与 * 轴的交角总等于 5 T /2. 

e . 证明：《的切线与《轴的交角是不变的. 

*3. 证明： a 的挠率是 

3- 假设 aCOcR 2 (即 a 是平面曲线)，并按上文所述给; fc 定一个符号.将 

向登 *(») 平行移动，使得 Ks ) 的出发点和 R 3 的原点重合，则 *(*) 的端 

点推画出的参数曲线 ^ K ，) 称为 a 的 切线的指标线.设 (9( 5 )是按 R 2 

的定向从外到（(*)的夹角.证明 ( a ) 和 (&) (注意我们假设&_ 0 ). 
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a . 切线的指标线是正则参数曲线. 

b . 办即 &=必/办. 

"4. 假设一参数曲线的所有法线通过一个固定点. 证明： 此曲线的轨迹包含 
在一个圆周中. 

5. 设正则参数曲线0(具有如下 性质： 它的所有的切线通过一固定点. 

a. 证明：《的轨迹是一条直线(或一条直线段). 

b . 如果 a 不是正则的,中的这个结论是否仍然正确？ 

6. R * 中由向量 V 确定的平移是指映照4 R 3 — R 3 , A(p)=p+v, pea 8 . 
如果对所有的向量 M , 阳 R 3 都有 PM •叫 =«•%则线性映照 p : R 8 — R s 
称为正交变换. R 3 上的一个刚体运动，是一个平移和一个具有正的行 
列式的正交变换合成的结果(把具有正的行列式作为条件，是因为我们 
希望刚体运动保持定向). 

a . 证明：在具有正的行列式的正交变换下，向暈的范数和两个向量的 
夹角0, 0<0<®，是不变的. 

b . 证明： 在具有正的行列式的正交变换下，两个向量的向量积是不变 
的.如果我们去掉关于行列式的条件，此结论是否仍然正确？ 

c . 证明：一条参数曲线的弧长、曲率和桡率(只要有定义时)在刚体运 
动下是不变的. 

•7. 设 a : J — R 3 是一条平面正則的参数曲线（任意参数)，并按注1定义” 
= n ( t ) 和假设手0, teJ . 在这种情況■下，下列曲线称为 
的 漸屈线 （图 1-17). 



顚 1-17 
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a. 证明： c* 的渐屈线在 * 点的切线，是 01 在 * 点的 法线. ， 

b. 考虑 tx 上两个相邻点^ ~㈣3的法线.令<1趋近知，证明••讎 
法线的交点收敛于《的渐屈线轨迹上的一点 • ！ 

8. 参数曲线(任意参数） 

= cosh£), iER 

的轨 迹称为 悬链钱 • 

a. 证明此悬链线的带符号的曲率〈参见许 - 1：> 是 



b. 证明此悬链线的渐屈线(参见习题 7 〉是 

— (i — sinh icosh 2cosht\ 

9. 已知可 微隱⑽ ，sSZ. 证 明： PJfcW=ft 为曲率的平面錄曲线由 
下式给定 

a(s) = G COS0(S) 办 +4 Bin0(s)c^+2>), 沒 0) =* | & ( 3 ) 办切， 

而且 此曲— 了向量.(<*，平移_ * 的-个旋转外贼全确定 

的. 

10. 已知映照 

f ( t , 0 , 当 *>0; 

«( { )=| ( t , e -^, 0), 当 *<0; 
t (0,0,0), 当卜 o. 

a. 证明《是可橄 曲线. 

b. 证明： 对所有的 t, «是正 则的； 且当 i+(M 辛土\/现时：曲率 

0 . 证明：当 H0,t>0 时的密切平面的极限是^面而当 0 ，, # 
<0时的密切平面的极限是平面*~0(这暗示法向量在*=0处不连 
续，并说明了为什么我们 要将& =0的点排除在外). 
d. 证明 :即使 《不是乎面曲线，能够定义 $使1 苗 0 • 

11. 平面曲线常常用极坐# p = p ( 0 )， 给出. 

&. 证明:弧长是 

£W + ( P ，) 3_ 祇 
这里符号“ （ ”表示对0的导数 • 
b. 证明: 曲率是 


81-5 以弧长为参数的曲钱的局部理论 


【》] 


m - 


2 ( p ' y- PP 

[(p，） 3 + 




12. 设士 r— 驴是一条正则参数曲线(不一定以弧长为参数 ). 设 

R 8 是 《(i) 用由 e 2开始计算的弧长 S =<f) 的再参数化(见注 2) .设 
*=*0)是 S 的反函数，并令 = 余类推.证明： 

». dt/ds = l!\a'\, ^/* 3 = -<a , *a ， 7|a , | 4 ). 
b. c (在的曲率是 


o . a 在 t € Z 的挽率是 


m 男 


la ' A^I 

l«r . 


T(0 = 


( a , Aa ,, )* a ,w 


d. 如果 a I—R» 是一平面曲线 a (0 = (:r(t)，y(*)), 则《在*点的带 


符号的曲率(见注 1) 是 


m = 


x ' y "- at " y ' 


(0 O 3 +( iW /a . 


•13. 假设对所有的有 t ( s )+0 和的»0. 证明： 落在球面上的 


充要条件是 


S 3 *f(S，) a r a _ 常数, 


. 这里 S=1A T=»1A， B ’ 是3关于3 的导数. 

14. 设 Oj (a, 是一条正则的平面参，曲线.假译存在 to, a<t 0 < 

b , 使从原点到《的轨迹的距离 | «(01在 b 点最大.证明:《在的曲考 
浦足 1呤。)1>1/1«0。)|. ' 

-15. 设曲线 a 处处具有非零挠率，证明： a 的向量函数(心(从法 向釐〉 

-决定 了** 的曲率⑽）的值和挠率 t ( s ) 的绝对值. , 

•16, 设曲钱《处处具有非零 挠率:证明： 《的向置函数(主法 尚量） 

, 决定了 <* 的曲率々0)和搔率 Hs) 的值， . .. 

17. —般来说，_；当曲线《的切线与一固萣的方向形成一个不变,的兔呼 ，.称 * 
为埤旋线假设 < s) 争 Oj sSZ. 证明： ^ 

•a . 当且仅当常数时 ,《是 一条螺旋线. 

•b. 当且仅当包含 《(s) 并通过 a(s) 的直线平行于一固定平面时， a 是 
一条螺 旋线. ‘ ' ' 

•c. 当且仅当包含 &(s) 并通过 a(s) 的直线与一囿定方向形成一常数角 
时,《是一糸螺旋线 . ： 

d . 曲线 . d . 
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a(8)=^| 8in0(s)is, -■ Jcos0(s)ds, 去 a ) ， a a =ib a +c a 
是螺旋线，且 fc/r=&/a. 

•18- 设 《： J—"R 8 是正则参数曲线（不一定以弧长为参数乂 fc(O_0, + 
0 , tel. 如果存在曲线卟使《和3在 <e/ 的主法线相同，则 
曲线 a 称为 Bertrand 曲线.此时，曲线5称为 a 的 Bertrand 佴故，且 
我们有 

a(t) = aCO+ »■»(*). 


证明： 

a. r 是常数. 

b . 当且 (X 当存在线性关系 

^fc(#)+BT(t) = i, »€/ 

时，《是 Baitrand 曲线，这里 B 是非零常数， fc 和 r 分别是《的 
曲率和挠率. 

0 . 如果 as 有多于一条的 Bertrand 侶线，则它有无限多条 Bertrand 侣 
线.当且仅当《是一圆柱螺旋线时才出现这种情況. 


§1-6 局部规范形式 

几何学中最有效的解鹿方法之一，是找出适合这个间魉的坐 
标系统.研究曲线在 * 点的邻域中的局部性质时，我们有一个自 
然的坐标系统，即在 * 点的 Frenet 标架.因此把曲线参照于这 
个标架是方便的. 

设 a： I->R 8 是一条没有一阶奇点的，以弧长为参数的曲线。 
我们将标架*(*0), «(»<,), &( 8 。）作为 R 8 的基，来写出此曲线在 》b 
的一个邻域中的方程.不失一鷇悻，我们可以假设 *o~0, 并考虑 
(¥ 限的） Taylor 展开式 

«(*) =«(0) + W (0) + 誓 (0) + 鲁 (0) +B, 

这里 iJ/y'-O. 由于 a '( 0 )^ t , a "( 0 ) =如及 

os"’(0) ( bn) f = h f n 4 - kn f — Vn — krb $ 
t 注 3 初次 W * 时本节可以略去， 
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我们得到 

a(*) — «(0) =^s—^^jt+(^-+~Y-jn~-^-krb+R, 

这里所有的项都是在 s =0 处计算的. 

现在让我们这样来 取丨坐 标:系0中:使 原’点 0和 a (0) 重合， 
且*=(1, 0, 0), «-(0, 1, ；0), 6=(0, 0, 1). 在这些条件下， 
«(*)-0( s ), 2 / 0 ), s < s )) 由下式给定： 

*(•) - 卜孕 + 瓦， 

|/(8)=|- 8 a +-^l + iJ > , (1) 

e(s)=-~s 3 +S, 

这里 B =( 凡，私，尾).表达式 (1) 称为《在》-0的一个邻域中 
的局 部规范 形式.在图 1-18 中描绘的是对较小的 *, «的轨迹 
在 to , 访和平面上的投影的略图. 



■&平面上的投影 


协平面上的扶影 


H i t* 
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下面我们将叙述局部规范形式的一些几何应用.在习鹿中可 
找到更进一步的应用. 

第一个应用，是以下关于挠率符号的说明.从 (1) 的第三个方 
程可知,如果 》r<0 且 8 充分小，则 2(*) 随 s 而递增.让我们约定， 
称&所指的一面为密切平面的“正面”.则由于 K0)=0, 当我们 
沿弧长增加的方向描绘曲线时，曲线将在 s-0 处穿过密切平面， 
指向正面(见图 1-19). 相反，如果 t >0, 曲线(沿孤长增加的方向 
描绘)将穿过密切平面，指向与正面相反的一面. 

§1-5 中习題1的螵旋线具有负挠率.蜾旋线 


a(s)-(acososin -5-, —b ~j 


是具有正挠率的曲线的一个例子,它是由第一条螺旋线关于掷平 
面反射而得到的(见图 1-19). 






图 1-1# 

注以 — to 来定义挠率也是很普遍的.若采用这种定 
义，习题1中的螺旋线的挠率就变成正的了. 

规范形式的另一个推 论是： 存在 *_0 的一个邻域 JCJ, 使 
«(•/) 完全包含在从切平面上向量 n 所指的一面(见图 1-18), 事 
实上，由于*>0,我们得到:对充分小的*,〆*)>();当且仅当 s~0 
时, J/(s)_0. 这证明了我们的断言. 

作为规范形式的最后一个应用，我们提及密切平面的下述性 
质:在 * 点的密切平面，是由 s 点的切线和点 a(«+A) 所决定的平 
面当心 *>0 时的极限位置.为证明这点，让我们假设 8 _0. 则包含 

处的切线的每一个平面呈 2 ~呼或# = 0的形式.平面 v = 0 


§1-7 平面曲线的一些整体性廣 [2*1 

是从切平面，如上所见它不包含《(0)附近的点(除了《(0)本身)， 
所以我们可以不予考虑.乎面 t - oy 经过 s + h 的条件是(*»0) 

_ z { h ) _ 一音…十… 

C 2/W ^ h 2 + J^_ h 3 + ...' 

令 “ 0 , 则我们看到 c->0. 因此，平面 Z ( 8 ) = c ( h ) p ( a ) 的极限位 
董 是平面 z=0, 即密切平面.这正是我们想证明的. 

习 m 

•1. 设以弧长为参数的曲线《： f-»R 8 的曲率<*)卢0, ’ 

设 P 为满足以下两个条件的 平面： 

(1) : P 包含 s 点的切线。 

(2) 对 8 的任何给定的邻域/^，在 P 的两边 总都存 在《07) 的点. 
证明： P 是《在》的密切平面. 

2. 设以弧长为参数 的曲线 R a 的曲率&0)*0, s€f. 证明： 

a. 在 * 点的密切平面，是通过 <*(*), a(s+/n), <x( S +知）的平面当 
h , 如 —0 时的极限位置. 

b. 通过 a(s)，《(s+?*i)，a(s+/»») 的圆当?0时的极限位置是在 
s 点的密切平面上的一 个圆; 其圆心在包含的直线上,其半径是 
曲率半径 l/fc(s). 这个圆称为在*点的密切 

3. 证明; 正則参数曲线 a: 的曲率 fc(t) +0是平 面曲线在 t 点的 

曲率，这里*是《在 t 点的密切平面上的垂直投影 . ， 


§1-7 平面曲线的一些螫体性质 

在这一节中,我们想叙述曲线的整体微分几何的一些结果.甚 
至在平面曲线的简单悄况，这个课通己经提供了一些不乎凡的定 
理和有趣的问题和例子.这里,为了叙述这部分材料，我们必薄不 
加 证明地 接受一些能够理解的亊实.我们将尽可能仔 细地稍碥说 


[注]初次阅读时本节可以略去， 
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明这些事实.虽然我们要在以后以更系统的方式回过来论述整体 
微分几何(第五章)，但我们相信，早一点提出这方面内容能增进兴 
趣和启发思想. 

本节将由浅入深地介绍以下三个 课题： （A) 等周不等式， （B) 
四顶点定理， （0) Cauchy-Orofton 公式.这些课题是完全独立 
的，初次阅荜时可以略过其中某一部分或全部 内容. 

" ¥闭区间1>, &] 中的一个可微函数是璋义在一个每含 
的开区间的可微函数的限制. 

一条正则参数曲线《: [ a , b ]-^ R a , 如果《以及它的所有导数 
在® 点和&点的值相同，即’ 

a ⑷ *=o!(&), a'(q) =a(b), a "••• 

则称为平面闭 曲线; 如果曲线 《 此外不再自身相交，则 a 称为简单 
闭曲线，即如果 k &), 则“⑹―⑹（图 1-20). 

我们通常考虑以孤长 s 为参数的曲线《： [0, Q—R», 因此 Z 是 
«的长度.有时候我们提到简单闭曲线 c, 是指这种曲线的轨迹. 
如同 §1-5 的注1中所述，《的曲率将附带一个符号(见图 1-20). 




m 1-20 

: 我们假设： 平面上任童一条简单闭曲线 a 总围成平面上的一 
个称为 0 的内部的区域.这是所请 Jordan 曲线定理的一部分 
(证明见§ 6-6 定理 1), 这个定理对诸如环面(炸面饼圈的表面，见 
m 上的简单闭曲线并不成立.无论什么时候我们谀到 

简单闭曲线0所包围的面积,都意味着 C 的内部的面积.我们进 
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C 的内部 



W 环面 T 上的 简单闭曲线 C ; 

C 在; T 上并不围成区域 (&) C 是正定向的 


图 1-21 

—步假设简单闭曲线的参数能这样地选择，以致当沿着曲线按参 
数增加的方向前进时，曲线的内部始终在左边(图1-21(&)).这 
样的曲线称 为正定向的. 

A . 等周不等式 

这也许是微分儿何中最古老的整体性定理，它与下面的（等 
周）问题有关.在平面上所有长度为 Z 的简单闭曲线中，哪一条所 
包围的面积 最大？ 等周问题的这种形式，希腊人早已所知，他们也 
知道答案是圆.然而，关于圆是等周问題的答案的令人满意的证 
明，却在很久以后才出现.主要的原因似乎是最早的一些证明都 
假设了解的存在性.直到1870年才由 Weierstrass 指出3午多 
类似的问题并没有解，他 
给出了等周问题解的存在 
性的完全的证明. Wei - 
erstrass 的证明有点难懂， 

这是他本人发展的求某种 
积分的最大值(或最小值） 

的理论的一个推论（这个 
理论称为变分学，等周问 S I - 2 * 

题是用这个理论处理的问题中的一个典型例子).以后，人们找到 
了更直接的证明.我们将要叙述的筒单证明是 E . Schmidt 提出的 
(1939). 另一种直接的证明和关于这部分内容的更进一步的参考 
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文献,请参着参考书目中的 [ 10 ]. 

我们将运用以下的公式，来求一条正定向简单闭曲线《0)- 
(®co, y(0) 所围的面积 A 这里祀 [«, 6] 是任意的 参数： 

注意，第二 个公式是由第一个公式结合下面的观察而得到的 ：由于 
曲线是封闭的， 

又 | {a}y)'di—^ a>'ydt 

-[呼 (6) — a^(a)]- ^ a > f t/dt 
-■J x' ydt. 

第三个公式是由前两个公式直接得到的. 

为证明式 (1) 中的第一个公式,我们首先考虑图 1-22 的情況. 
图 1-22 中曲线由两条平行于 y 轴的 直线段 和能写成形式 
y -/i (®) 与 y -厶⑷ ® € [«o, , U>S% 

的两段孤组成.籃然,此曲线包围的面积是 

由于此曲线是正定向的，按图 1-22 的记法,我们有 
A — 〆*)«>’ (*)<&- — 

这蕞因为沿着乎行于 jr 轴的线段 *'(*)-0. 这样，我们证明了这 
神情况下的式 (1). 

要证明一般的情况，必须证明有可雔把曲线所围的区域分成 
有限个上述类型的区域.这显然是可能的(图1-28)，只要在此平 
面上存在一条直线龙，使 《(<) 到这条直线的距离〆 <) 是一个具 
有有限多个临界点的函数(临界点是〆〔<)-(> 的点)，而这后一个 
断言是正确的，但我们不准备诳明，然而我们要提到，式 (1) 也鼇 
够利用平面上的 Stakes 定理 (Green 定理)得到（见习題 15). 
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图 1-23 


定理 1( 等周不等式）设 G 是一条长度为 Z 的简单平面闭曲 
线, j 是<?所围区域的面积，则 

V^-AjcAX), ( 2 ) 

当且仅当 C7 是一个圆 
时等式成立. 

证明 设丑和见 
是与闭曲线0不接触的 
两条乎行直线，移动这 
两根平行直线直到它们 
第一次与 G 相遇，这样 
我们得到 a 的两根平 
行的切线1和 i', 使曲 
线 o 全部 包含在 L 和 L' 

所确定的长条中.考虑 
一个与 L 和 L '均相切 
且与 O 不相遇的圆 
设0是 S 1 的圆心，以0 « l ~ u 

为原点取一坐标系，使®轴垂直于厶和 P (图 1-24). 以孤长为 
参数表示 a, «(s)-(cd(s) ; p(0) f 使得它是正定向的，而且 i 和 
i' 的切点分别是*~0和*^ 
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我们可假设5 1 的方程为 

a(s)- (i(s), K»)) - (®W, Ks)), s€[0, I], 

这里 2r 是 Z 和 2/ 之间的距离.利用式 (1), 并用 2 表示 S 1 所围 
的面积，我们冇 

A = j" xy' ds, "2 — = ovT a ~=一 j" yx>' ds. 

于是 ■A+srr a =j" (xp f — ya/)ds W(xy r — yx')' a ds 

… <J: v ( 一 +p) ((o 2 +<y ) 2 ) 办 - 

—J^Vi 2 +y 2 ds = lr, (3) 

我们现在注意这个 事实： 两个正数的几何平均值小于或等于 
e 们的算术平均值，并且当且仅当它们相等时等式成立，因此 

y/~A V wr 2 <i- (A+nr a )<Y^ r . ⑷ 

即 4^r J <3y, 所以式 (2) 成立. 

现在假各式 (2) 中的等号成立.则式 (3) 和 (4) 中的等号一定 
处处戒立.各式⑷中的等式可知 A -卿 2 .于是卜 2«r, 并且 r 
与 h 的方向无关.此外 ，'式 (3) 中的等式蕴涵 

: (ccy , —y<B , ) a = Qc a +y 2 )((x , ) a +(y , ) a ), 

或； +yy') i ^ 0 , 

即:' =±r, 

因此士 r〆. 由于 r 与 i 的方向选择无关，我们可以在 最后一 
个关系式中将 ® 与2/互换，得到1/ = 土以'.因此 

x^^^xy+wy)^, 

0 是一个圆，这正是我们要证明的.证毕. 

注1很容易验证以上的 证明能 应用于 c* 曲线，即对曲线 
«(<) = (®(f), */(<)), *€ [«, i}'), 我们仅要求函数®⑷， 2/(0 有连 
续的一阶导数(当然，如果曲线是闭曲线，则 a 点和6点的导数相 
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等). 

注2等周不等式对一大类曲线均成立.对所考虑'的曲线， 
只要我们能定义弧长和面积，都已经找到行得通的直接证明，为 
应用的方便，我们指出此定理 对分段曲线 也成立，分段 C 7 1 曲线 
即由有限多段0 1 孤组成的连续曲线.这类曲线可以具有有限多个 
角点，在角点切钱是不连续的 
(图 1-25). 

B. 四顶点定理 
我们将需要有关平面闭曲 
线的更一般的事实. 分段 ^曲域 

设《: [0, Z ]-> R 2 为由《( 8 ) 图 1 -M 

_(®( s ), 2/0)) 给定的平面闭曲线.由于》是孤长，故 切向量 *( s ) 
= (^( s ), ZOO ) 具有单位长度 • 引入由 t ( s ) - (* f ( g ), tf ( s )) 给定 
的切线指标线 i : [0, 是较方便的， 这是 一可微曲线，其轨 

迹包含在一个半径为1的圆上(图 1-26). 注意，此切线指 标线的 
速度 向量是 

这里 n 是法向量,按§ 1-5 的注2 取定向， A 是《的曲率. 

设 9 ( S ), 0 < 6 ( s ) <2 〜是 *( s ) 与 * 轴 的夹角，即 
仅》汐(《), 2/'( s )- sin 0( s ). 由于 

9(i) = aro tan 




图 1-26 
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因此， 9 - 9 ( s ) 作为可微函数是局部地有定义的（即关于每个 s 在 
一 个小区 间内有定义）且 

= -^-(cos 6, sintf) - =^(—sin^ cob- 9'n. 

这意味着 Q '{ s ) = A (»), 并自发我们用 

0 ( s ) =£ a ( s ) c?s 

来定义一整体的可微函数 0: [0, 由于 

f = »y,— a:%, —(axctaji-^) , 

这个整体函数和前面局部定义的 (9 只差一个常数.直观上，沒 0) 
度量了切向量的总的旋转角度，即当我们在曲线《上从0前进到 
s 时，切线指标线上的点 f (3) 描绘的总的角度.由于《是闭曲线， 
这个角是加的整数倍 Z , 即 

J^(s)^s = ^(3)-6»(0)-2srI. 

整数 J 称为曲 线《的旋转指标. 

图1 - 2 T 给出了一些曲线及其旋转指标的例子.注意，当我们 
改变曲线的定向时,旋转指标改变符号.而且，所给的定义使得正 
定向的简单闭曲线的旋转指标总是正的. 

下而的定理给出了关于旋转指标的一个重要的整体性质，此 
定理将在本书的后面部分证明 (§ & *6 定理 2). 

切钱回转定理简单闭曲线的旋转指标是土 1,这里的符号 
决定于曲线的定向. 

设有正则平面曲线(不一定是闭曲线） &]— R *， 如果对 
所有的呤 [«, &],« 的轨迹 《([« f , &]) 全部位于由 i 处的切线决定 
的闭半平面的一边，则称《是凸的（图 1-28). 

正则平面曲线《: 1>, &]— R * 的顶点是使 h '( t ) -0 的点柃 
Co , V ]. 例如，不等轴的椭圆恰有四个顶点，即轴与椭圆相遇的点 
(见习题 3). —个有趣的整体事实是，这个数正是一切凸闭曲线 
所具有的最少的顶点数. 
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凸曲线 

非 凸曲线 
图 1-28 

定理 2( 四顶点定理）简单凸闭曲线至少有四个顶点. 

在开始证明之前我们需要一个引理. 

引琿设《: [< U ]— 酽为以弧长为参数的平面闭曲线，并 
软本見 o 为任意实数> 则 

^(Ae+Bp+O) -^-ds-O, (5) 

这里函数女，贫0)由 《(3)»( a ；( s ), y ( s )) 给定，蚤是《的 
曲率. 

引理的证明由前可知存在一可微函数 [0, 使 〆 (《) 

= oos (9, y \ s ) = sin ^. 故 &( s ) =(9'( s ) 并且 
y u -kx'. 

从而，由于涉及的函数在 0 和 i 取值一致， 

J k ' ds — 0, 

| vk ' ds = — j hx ' dx = — ^ y " ds = 0, 
yk'ds= ds =|^a: ,, ds=0. , 

m. 

定理的证明以弧长为参数表示曲线〜 [0, " 由于舻 
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-^(*)是闭区间[0, q 上的连续函数，它在[0,幻上达到最大值和 
最小值(这是实函数中的一个基本事实，它的证明，例如可参见第 
五章附录中的命题 10). 因此, a 至少具有两个顶点： 

«(* s ) 设 i 是通过2>和的直线，与和7是由点2>和？决定 
的 a 的两段弧. 

我们可以肯定，这两段孤中的每一段位于 L 的确定的一边. 
否则就会意味着这段弧与 L 在不同于 p 和？的一点 r 相交（图 
1-29(«)).由于凸性以及趴5•是 (7 上不同的点，因此在中间 
点（比如说的的切线与 i 重合.再者，由于凸性，这就说明 i 在 
P ， ？和 r 三点与 (7 相切.可是另一方面，除非 i 上整个线段 r? 
属于否则 ？ 和 r 总落在邻近 p (中间点）的点的切线的不同的 
两边(图1_ 2 9(6)).这意味着在 y 和？点 A = 由于这些点是 A 
的最大值点和最小值点，在 a 上^=0,故矛盾. 

设 i 的方程式为如果没有更多的顶点，则 
fc '( s ) 的符号在弧 jS 及弧7上都保持不变.这样我们能够安排系 
数尽 （7 的符号使式 (5) 中的积分是正的.这个矛盾显示存在 
第三 个顶点，且 F ( s ) 在 y 8 或上改变符号（比如设在召上).由于 
P 和 g 是最大值和最小值点 j '( s ) 在/3上改变两次符号.因此就 
存在第四个顶点.证毕. 

吗顶点定埋已经成为许多研究工作者的课题，这定理对简单 
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闭曲线(不一定是凸的）也成立，但更难证明.有关这个课題的进 
一步的文献见参考书目 [10]. 

以后 (§5-6 命题 1) 我们将会证明：当且仅当一条平面 闭曲线 
是 f 单曲线 ，并且能够被 定向得 使其曲率为正 或零时 ，这条平面闭 
曲线才是 凸的.由这点和上面的证明看出，我们能改写四 顶点定 
理 如下： 凸闭曲线的曲率函数(是非负的）或者 是常数 ，或者至少具 
有 两个极大值和 两个极 小值.自然我们要问：这样袖 典率函数是 
否确实表 示了凸 曲线的特性? 更稍确 地说，我 们可以 提出以 下的问 
邋 :设屯 [«, &]—R 是一可微非负函数， A 及其 所有的导数在 a 和 
b 都相等. 假设 ife 或者 是常数 或者至少具有两个极大值和 两个极 
少值，那么是杏存在一简单闭曲 线*: [«, 6]— IV 使 《在*的曲率 
为的)？ 

在去 (*) 严格为正的情况， H. Gluck 对以上问邐的回筈是肯 
定.'(见 H. Gluck ^The Ooaverse to the Four Verten 
Theorem” ， L’Enseignemeut Mathematic[ue T. XVII, faao.3 〜 4 
Wl) r 295 〜 809.) 伹是他的方法不适用于 i>0 的情况 . 

0. Oaucliy-Cro£t<m 公式 

本节的最后一个课題,粗略地说,是要找到一条定理播述以下 
的情 》. 设0是平面上的一条正则曲线.我们观察此平面上所 
有与 0 相交的直线，并对每一条这样的直线，将它与 a 的交点的 
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个数作为它的重教（图 1-80). 

我们首先要找到一个方法对平面上给定的直线子集给出一个 
测度.说这是可能的并不太令人吃惊.因为毕竟我们对平面上点 
的子集能指定一个测度（面积).一旦我们认识到一条直线能由两 
个参数(例如图 1-31 中的和的来决定，我们就能把此平面上的 
这些直线,想象成在某一平面上的一定区域中的点.因此,我们要 
做的是找到一个在这样一个平面上度量“面积”的“合理的”方法. 

选择奸这个测度，我们就要应用它找到与0相交的直线集合 
(将重数计算在内）的测度.结果是相当有趣的，它可叙述如下. 

定理 8(Catwhy-Croften 公式）设是长度为 I 的正则平 
面曲线.与 O 相交的直线的集合(将重数计算在内)的测度等于 
21 . 

在进行证明之前，我们必须定义什么是平面上直线集合的合 
理的测度.首先，让我们为这种集合选择一个方便的坐标系统.平 
面上的直线由从 i 到坐标原点0的距离以及从原点出 
发垂直于 i 的半直线与*轴的夹角 A 0<<?<2%所决定（困 1- 
81). 很容易看到，以这两个参数表示的 Z 的方裎式是 
a?oos0-fysia^-p. 

因此，我们能用下面的集合来代替此乎面上所有直线的集合 

0)en s ； p>o, o<o<2k}. 

我们将证明，除去单位 
的选择外，在这个集合中只 
有一个合理的测度. 

为确定我们所说的“合 
理的”这个词的含义，让我们 
更进一步地考察 R a ± 通常的 
面枳测度.我们需要一个定 
义 明 1 -M 

R 2 上的一个剛体运动是一个由 (5, 幻 — 0, j /) 给定的映照巧 
R s — R a ，这里（图 1-82) 
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fx^a+xomq> — ysm.qa, 

\ y ^ b + ssm . q > + yooeq >^ 

现在,为定义集合 SczR^ 的面积,我们考虑重积分 

IL - 咖 

即我们在 及上对 “面积元素”心％进行积分.当这个积分在某种 
意义上存在时，我们说 这是可 測的，并把汉的面积定义为上面的 
积分值.今后我们将假定，讨论中涉及的所有秕分都存 

在. 

注意，.我们也可以选择其他的面积元素,比如说选 
择如办的原因在于，它是仅有的(最多 相差一 个因子)，在 
刚体运动下不变的面积元素.更精确地，我们有下面的命 
超， 

命腰1设 /(®, y) 是定义在 R* 上的连续函数.对任何集合 
SczH a , 定义汉 的面积 i 为 

MS ) *•}},/(*» y)^dy 

(当然，我们只考虑那些使上面的积分存在的集合).假设2在刚 
体运动下是不变的，即如果这是任何集合， S -扩 1 ⑻，这里及是 
刚体运动(6>,我们有 

4(S) -j*| s f(x, y)daiy-^ g f(a>, y)dxdy=~A(S), 

则常数. 

证明我们回顾重积分中变量变换的公式 (Buck，Advanced 
Oalculua, p. SOI, 或本节的习题 15): 

Jf g /(®, y^dxdy-^fixix, y), y(x, y)) 

’ ⑺ 

这里： d(i, 5), y=y(x, y) 是定义变鼉变换 T 7 : R a ->R*, S- 
的具有连续偏导数的函数，且 
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是变换 I 7 的 Jacobi 行列式.在我们的特殊情况,变换是刚体运动 
(6), 雅可比行列式是 

8(^ y) \ooa<P -sin<p| =i 
8 ( x } y ) | gin ^ oos ^| • 


利用 这个事实和式 (7), 我们得到 
|| B /(a;(5, y), y(i, f(i, y)dxdy. 

由于这对所有的 S 都是正确的,我们有 

f{x{x, y), y(x, y)) =/(5, y). 

现在我们利用这个事 实:对 W 上任意两个点 （®, y ), {^ y ), 
存在一刚体运动馬使 F '( i , ~ y ) = y ). 因此 

/0, y ) = y ) =/(®, y ), 

从而， /( U /)= 常数.这正是我们所期望的.证毕. 

注3以上的证明依据两个事实•.第一、刚体运动的雅可比行 
列式是1;第二、刚体运动对平面上的点是可迁的：即对平面上两 
个任意给定的点，存在一个刚体运动把一个点变到另一个点. 

做了 这些准备工作之后， 我们 最终已能定义 集合义上的测 
度.我们首先注 意到， 刚 体运动 (6) 诱导了 ^ 上的一个变换 .事 
实上，式⑹ 将直线》00^+*/齟沒=? 映照到直线 

xaos(0—q>) + 2 ) siii(0 — q>) = p—flsoos 沒一 &aixi0. 

这意味着在义上由式 (6) 诱导的变换是 

{ j,=-ip—acoe9 — bsmB, 

5 ^= 9 — 

很容易验证，以上变换的 Jacobi 行列式是1,而且这 个变换 对平面 
上的直线的集合也是可迁的.因此我们定义集合的测度 
为 
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n ， 郝. 

用证明命題1的同样方法，我们可以证明,在相差一个常数因子的 
范围内这是关于 f 的在刚体运动下不变的唯一的测度.因此，这 
个灘度是合理的. 

现在我们能概要地叙述定理3的证明. 

定理 8的证 明槪* 首先假设曲线 (7 是长度为丨的直线段. 
由于我们的测度在刚体运动下是不变的，我们能够假设坐标系统 
的原点0在0的中点轴位于《7的方向.则与 O 相交的直嫌的 
集合的测度是(图 1-33) 

If U/ %)w-£* y 1 

其次，设 O 为由有限段长度为1«(2^0的线段组成的折线. 
设《-«(!>，彡）是直线(趴 (?) 与 O 的交点数.这时，对每一线段算 
出结果然后求和，我们得到 

( 8 ) 

这*折线的 Oauchj-Orofton 公式. 




最后，通过求极限，就可以把上述公式推广到任何正则曲线， 
&也就证明了定理 3. 证毕. 

值得注意的是，这 个课* 的总的思想属于几何学中称为积分 
几何的分支，积分几何的概述可参看 L . A. Santeld , “Integra 
Geofiietry , fy in Studies in Global QeometTy and Analyalj ^ 
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edited by S . S . Ohern , The Mathematical Association of 
America , 1967, 147 〜 193. 

Oauchy - Orofton 公式能应用于许多方面.例如，当曲线是不 
可求长的（见 §1-3 习题 9) 但式 (8) 的左边有意义时，可利用它来 
定义这种曲线的“长度' 式 (8) 也可用来得到估计曲线长度的有 
效方法. 实际上 ，下面给出的是对式 (8) 中的积分的一个很好的近 
似[注] . 考虑一族平行直线，其相邻直线间的距离为 r . 将此平行 

直线族旋转角度 f , 就得到四个直线族.设》为所有 

这些直线与曲线 O 的交点数.则 

1 VU 

-2 nr T 

是积分 香 = 的长度 

的一个近似值，由此给出了 G 的长度的估计.为了知道这个估计 

的准确程度，让我们做个例题. 

例图 1-34 中的曲线是电子显微镜下的环状 DNA 分子.我 
们要估计它的长度.在图上画出四个直线族，直线间的距离为7 



图 1-34 


[注]感谢 Hobexfc Gardner 建议我釆纳这个应用及下面时例子 • 
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在透明纸上).数出交点数为153.则 

Y n T^Y 153 〜 ⑽ ‘ 

由于图中的参考线代表1微米 （=： ur 8 米)，而按我们的尺度董下 
来是25毫米, r - 因此，从我们得到的值计算出此 DNA 分于 
的长度近似为 

60( f ) 〜16 .6 微米 • 

正确的值是 16.3 微米. 

习 题 

*1- 是 ^在平面简单闭曲线，全长为6英尺,所围的面积为3平方英尺？ 
*2. 设 f 是直线段，的长度.证 明:连接本 S 的长度为 I 的曲线 (7 
与 M 所围面积最大时, <7是通过4, 的圆孤(图1-35>. 



m 1-M 图 1-36 


3. 计算椭圆 

iv—aooBt, y^=bsmt f t€ QO ； a^*b 
的曲率，并证明此椭圆有四个顶点 ：（ CJ , 0), (- a , 0), (0, b), (0, - b ). 
*4. 设 c 为平面曲线， r 为在点 pec 的切线.画出与 P 点的法线平行且与 
P 点距离为 d 的直线 i (图 1-36). 设 A 是 L 上由 £7 和 2 1 截得线段的长 
度(因此是 C 相对于 r 的“高 度”乂证明： 

刚卜鹄 I , 

这里 Kp ) 是 c 在 P 的曲率. 

*5 -如果平面闭曲线0包含在半径为 r 的圆盘中， 证明： 存在一点 pec , 使 
c 在 P 的曲率满足 
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设 a ( s )， q 是正定向的平面凸闭曲钱.曲线 
/3( s )= a ( s )- r «( s ) 

称为 a 的平 行曲线 （图 1-37), 

这里 r 是正的常数， n 是法向 
童.证明： 

»• 0的长度 =<* 的长度+ 

2airr, 

b . A ( 0 ) = A ( a )- hrl - hffirr a t 

c, k^(s) = k a (s)/(l-hr) t 
对 ( a ) 〜 oo, 4() 表示相应 
的曲线所围的面积，心分别是《和/?的曲率. 

7. 设失 R—R 3 是定义在整条实直线 R 上的平面曲线.假设 a 不通过原 
点0=(0, 0), 且 

lim | a ( f ) | = oo 和 lim | a (0 1 — «>. 

f ->+ 轉 «-»-•» 

a . 证 K : 存在点 to € R , 使对所有的 KR 有 |«(* 0 )|<|«( i )|. 

b . 用一个例子 证明： 如果不 假设& |<0丨=如和% 
则 a 中的论断是错误的. 

«• •« 设 《(«), m [ o , q 为简单平面闭曲线.假设曲率满足 o < 
m < C , 这黾 (7 是常数（因此， a 不如半径为 1/(7 的圆弯曲得厉 
害). 证明： 

<* 的长度 . 



b . 把的假设中的“简单”改为“《有旋转指标 


«的长度 . 


证明 : 


•9. 对集合 ScR 2 , 如果任意给定两点 P, gex, 直线段拓包含在£：中，则 
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10. 设 C 为平面凸曲线.用几何方法证明 C 不会自己相交. 

•11. 对给定的非凸简单平面闭曲线 G 我们可考虑它的凸包 S •(图1-39)，即 
包含 C 的内部的最小的凸集的边界.曲浅 s 由 C 的弧和 C 的跨过“非 
凸间隙”的切线段组成（图 1-39), 可以证明_5■是 C1 凸闭曲线.利用 
这个证明在等周问题中我们 R 需考虑凸曲€的情况. 

"12. 考虑平面上的单位圆证明比这里 M s 是此 j 面上 
与妒相交的直线集合的测度，是所 有与炉 交成的弦长的直 
线的测度.直观上，这个比是一条与汉 1 相交的直线，能与沪交成长度 
大于的内接等边三角形的边长的弦的概率(图 1-40). 



图 1-40 图 1-41 


13. 设 C 为曲率& >0 的定向平面闭曲线.假设 C 至少有一个自相交点 ？>. 
证明： 

a. 存在一个点 P'G C, 使〆点的切线 2" 平行于; p 点的某条切线. 

b. 在 C 的由 pp'p 组成的正弧上,切线的旋转角(图 1-41). 

c. C 的旋转指标 >2. 

14. a. 证明: 若直线 L 与闭凸曲线 C 相遇，則厶或者是 0 的切线，或者恰 

与 C7 相交于两点. 

b ,利用 a 证 明：与 (7 相遇的直线集合(不计重数）的测度等于 C 的长 

度. 

15. 平面上的 Green 定理是微积分的一个基本事实，它可以叙述如下.设 

«(0 = (*(0, !/(0), te [a, 6] 为一简单平面闭曲线.假设《正定向， 
0 为它的轨迹, B 为 C 的内部.又设 p = p(iP, !/)， q ~ q { x , £/) 为具有连 
续偏导数IV 9V 的实函数.则 
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-£)^. ⑼ 

这里第二个积分中函数 P 和2是限制在《上的，且积分是在上下限^ 
a 和 f = !>之间进行的.在下面的 a 和&中,我们打算由 Green 定理推导 
B 的面积公式和重积分中变量变换公式(参见本节式(1〕和 (7)). 

*. 式 (9) 中令 p =—!/. 贝 lj 

，卜 1 L ㈣ 1 ⑻ 

b . 设 /(a y ) 为具有连续偏导数的实函数 , r : R 3 — R 3 为由具有连续偏 
导数的函数®=■*(«， 《), s /= yC «, v ) 给定的坐标变换.在式 (9) 中 
选择 p = 0 和 g , 使 ？ a =/. 相继地运用 Green 定理，映照 T 并再次 
运用 Green 定理就得到 

//« A 巧汉〉必办 = / 0 qdy= jjT-KO) 

°/L ， <Jlr ((30 ： r)y * ) "lr CCgor)!/tt) ) dudv - 

证明 ： 

(gO(M, o), y(w, o))y„)-*^(g(a<M ， tO ， j/(M ， v))y u ) 

=/(»(«, v), y(u, v))(x u y v -x v y u )=f ^ 

将其与上式结合就得到重积分的变换 公式： 

j{j(^ f(xiU> V)j y{U, V)) g £； ~S dudV - 



第二章正则曲面 


§2-1 引 亩 


在这一章，我们将开始对曲面的研究.不象在第一章中我们 
主要应用单变量的初等微积分，而现在我们需要一些多元微积分 
的知识.特别地，我们醅要知道 R 8 * R a 中函数和映照连续性及 
可微性的一些事实.所需的预备知识在任何一本髙等微积分的标 
准教科书中能找到，如 Buck ， Advanced Calouhis; 在本章附录中 
我们给出了这方面某些材料的梗概. 

在 §2-2, 我们将导入 R 3 中正则曲面的基本概念.相对于第 
一章中曲线的处理,正则曲面定义为集合而不是映照.§ 2-2 的目 
标,是描述某些判别 R 8 中的一个给定集合是否为正则曲面的有用 
准则. 

在 §2-3, 将说明对正则曲面上的一个函数，诃定义它的可微 
性，在 §2-4 我们将说明，在 R a 中通常的微分概念对这种函数能 
被推广.这样，在 R 3 中的正则曲面提供了二维微积分的自然框 
架. 

当然，曲线也能用相同观点来处理，也就是把它定义成 R 8 中 
的子集,从而就为一维微积分提供了自然的框架，这我们将在§ 2 
-3 概要地提及. 

§2-2 和 §2-3 对这本书的其余部分是要紧的.初学者也许发 
觉那些节中的证明多少有点困难.如碰到这种情况，在初次阅读 
时可略去这些证明. 
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在 §2- 5,我们将引进第一基本形式，它是处理正则曲面上度 
量问题(曲线的长度、区域的面积等等)的一个自然工具.这将成 
为第四章的一个非常重要的问题. 

§ 2-6 到§ 2-8, 初读时是供选择的.在§ 2-6 中，将处理正则 
曲面的定向概念.它在第三、第四这二章中将是需要的.但是，为 
了那些跳过这一节的人方便起见，在第三章开始处我们将 回顾定 
向的概念. 

§2-2 正则曲面；正则值的原像阻 1] 

这里要引进 R 8 中正则曲面的概念.粗糙地说， R * 中的一张 
正则曲面是取一些平面片,通过变形和适当安排而得，使所产生的 
图形没有尖点，没有边也不自身相交,以致图形的每一点上切平面 
是有意义的.想法是定义一个二维的集合，它足够光滑以致通常 
的徵 积分概念能在它上面推广. 在 §14 末 将完全清楚下列定义 
是满足要求的. 

定义1子集 SCR 8 是一张正 则曲面 ，如果对每点汉存在 
一个邻域 FcR 3 和一个开集 UczR a 到 Ffl / SfcrR 3 上的映照尤:汀 
— r 满足下列条件(图 2-1): 

1. Z 是可微的.这意味着如果映照 Z 表示成 

v ) - ( x ( u , *), y { u , v ), 2 ( m ; V )) [注 2], («, v ) eu , 
那么函数®^ V ), v ), 0 在 17 宁具有所有阶的连续偏 

导数. > 

2. X 是同胚映照.从条件1,1是连续的，所以同胚意味着 
z 有连续逆映照即 z - 1 是定义在包含 rnfif 的 
开集 TT 上连续映 照 F : FcR 8 -^ R a 的限制. 

[注 1] 本节中的证明在初读时可略去. 

[注 2] —眼可以看出，这个等式左端的 z < u , v ), 是矢量，而等式右_的 *(«,«), 
y ( u , u ) 和 a ( M , w ) 均为标置.我们在本书中，对 矢量蚝统不用黑体加 《 
标记; 正如在此场合中一样,只要联系上下文一起来进行闽诱，鞣不会引 
每混乱.一坪考揉 
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3. (正则性条件)对任何巧 F , 微分映照 AX V 是 1-1 

的. 

以下我们将对条件3作出解释. 



映照 X 称为 沪点附 近的一个参数表示或(局部）坐标系 . p 点 
在 s 中的邻域 Fn ^ s 螂为坐标 邻域. 

为了给糸件3 —个更熟悉的形式,让我们在 R 2 的规范基0!， 
(1, 0), e a =(0, 1) 及坐标(％ V )和 R 8 的规范基/!-(1，0, 0), / a 
» (0, 1, 0),/ 3 »(0> 0, 1) 及坐标 (®, 沁 is ) 下计算线性映照 dX t 
的矩阵. 

设 ® 0 ). 向量&是曲线灿）的切向董，这条曲 
线在映照 X 下的象是曲线 

u«u, v 0 、， y(u, Vo), «(u, Vo)). 

这条象曲线(称为 W = 的坐标曲线) 在汐上 ，且在 x (?) 的切向量 
是(图 2-2) 


H’ ■£)' 


dx 


其中导数在(《0, O 点计算，面向量是以它在基{九 / a ,/ 8 } 下的分 
霹表示的. 从微分的定义(第二章附录的定义1〉 
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那么，定义1的条件3可表示为上列矩阵的二列向量是线性 
独立的，或向量积禁八^古0,或紅《的矩阵的二阶子式之一在 

q 点不等于零，即下列 Jacobi 行列式之一 
dx dm 

d(x } y) djy } %) gfe g) 

d(u } v) 8y_ dy_ , d(u, v) ' d(u, v) 

~3 H 


§2-2 正则 曲面； 正则值的原像 

类似地，利用坐标曲线《=%(曲线 0(«o, 幻在映照 Z 下的 
象)，我们得到 



这样,线性映照 dJT fl 在前面所示的基下的矩阵是 


c§|<! 4§5zlav 
<§|d 4IA 如 


在？点不等于雩， 



[54] 


第二 章正则 .曲面 


注1 对定义 1 还要做些评述.首先，对照第一章曲线的处 
理，曲面被定义为的一个子集，而不是一个映照.这是通过 
满足条件1, 2和3的坐标邻 域裹盖 iS 而做到的. 

如 果我们期望在 S 上建立微分几何,条件1是很自然的.条件 
2中的 1-1 性的目的，在于避免正则曲面的自身相交.这对于我 
们打算引进曲面 上一点少€« 的切乎面概念，显然是必要的(见图 
2- 3( a )). 在条件2中逆映照的连续性有一个更深入的目的，它只 
有在下一节才能被完全理解. 暂时， 我们将指出对证明某些以参 
数表示定义的对象不依赖于这个参数表示而依赖于曲面汉本身， 
这个条件是必须的.最后，正象 §2-4 所示，条件3将保证曲面汉 
的所有点上切平面的存在性(见图 2-3(0). 



例1让我们说明单位球面 

y, 2 ) = 

是一张正则曲面. 

我们首先验怔如下映照 Xi ： t 7 cR fl -> R 8 

y) = y, +V1-(a^+f) - ) , (cc, y)eu 
是炉的一个参数表示，其中 R a -{(*,!/, 2) € R S ; 2=0}, 

注意到 ZiCCO 是呼平面以上的 P 的一个 
开子集 .’ ' 

因 x ^+ y ^< l , 则函数 +>/ l — (#+#)_ 具有所有阶的连续偏 
导数.因此，是可微的，满足条件1, 
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trt d(a > 3 y) —^ 

@ - B ^ TyT ^ 

条件 3 也成立. 

为了验证条件 2, 我们注意到是 1-1 的，且 xr 1 是(连续） 
投影2/, 3)-(*. y ) 在集合 1^(17) 上的限制.这样，右 1 在 
上是连续的. 

下面,我们以类似的参数表示来覆盖整个球面.以 

y) - (®, y, - 彳 1 一 (** 十 2/*)) 

来定义 X * l 7 c ： R fl -^ R 8 , 易证它是一个参数表示.我们看到， 
和 z a ( CO 覆 盖了妒 除去赤道 

{(®, U , «) €^ 8 ；»*+^=-1, a =0}. 

然后，利用平面及敌平面,定义参数表示 

X a (x, z)-( ； c, -J l-{x a +^), e), 

X*(®, 2)- (®, - Vl-C^+S! 3 ), 2 ) ， 

Ky, 2) - (\/l-(^+z 2 ), y, i), 

尤 0 (沁 *)•(—*'/1 —W), y, «), 

它们和 Z ：! 及 x a —起完全地覆盖了以(图 2-4). 这就是说明了 
沪是一 张正则 曲面. 
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对大多数应用，在导入地理坐标系是方便的.设厂= 
{(6, <P)-,o<e<^v, o<<f><2^} } 足 r — r 8 为 

X (9, <f>) = (sin (9 oos <f> } sin(9 sin^ cos 夕 ). 

显然, X ( F ) c = 炉.我们将证明 Z 是炉的一个参数表示.通常 
称为余纬度(纬度的余角)而命称为经度（图 24). 

显然，函数 sin(9cos 0, sin 6> sin 也 cosi? 有各阶连续偏 导数; 所 
以， X 是可微的.而且为了 Ja - 
cobi 行列式 



8 ( x , y ) 

~ 8 WW 

8 ( i /, g ) 

~ W 7 W 

8 ( x , z ) 


■ ooB ^ sind , 

- 3 m s OooB ( f >, 

c & in 2 6 sin .( f > 


8 ( 9 , 4 >) 

同时为零,必须有 
cos 2 沒 sin® 沒 + sin 4 $cos s <f> + mx 4 6 sin 2 <^ = gin 2 ^=0. 

这在 F 中不可能发生，所以定义 1 的条件 1 和条件 3 被满足 .. 

其次,我们观察到一旦给定0, y , Z ) es s - G } 其中0是半圆 
周 

O = {(», y, 2 )€<S 2 ； «/=0 ； ®>0}, 


沒就被 9- cos - h 所唯一确定，因为 0< tf <7 T . 有了沒， 从; 
cos 屯 = sin 6» sin 洽就知道 sin 合和 008 0，这就唯一地确定 0(0 
« i >< 2 u ). 从而 X 有它的逆 Z - 1 . 为了完成条件2 的验证 ，我 
们应证明是连续的.但因为我们很快将证明（命题 4), 只要 
我们已经知道集合 S 是一张正则曲面，这个验证是不必要的.这 
里就不证了. 

我们指出 Z ( P 0 仅略去了炉的一个半圆周（包括两个极点） 
且炉能被两个这种类型的坐标邻域所覆盖. 

在习题16中我们将表明如何用另一个有用的坐标邻域系来 
覆盖沢 

例1说明，从定义出发来判断 R 3 的一个给定子集是否为一 
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张正则曲面,可能是乏味的.在研究进一步的例子之前,我们给出 
二个命题，它们将简化上述乏味的手续.命题 ] .说明了一张正则 
曲面的定义和函数 2/) 的图之间的关系.命题2应用了反 
函数定理并且将正则曲面的定义与 /(*, % 2)=常数形式的子集 
联系了起来. 

命陲1如果 /:t7—R 是在 R a 的开集 J7 中的一个可微函数， 
那么/ 的图， BP R 3 中由(％ % /(A 2/)), (礼 0 € 17,给定的子集 
是正则曲面. 

证明只要证明由 

X(u, v)=(u, v, f(u, v)) 

给定的映照 X: U-^R 3 是图的一个参数表示,它的坐标邻域覆盖了 
该图的每一点.条件1显然是满足的，而条件3验证毫无困难，因 
8(^ y ) fd { u , v )^ l 最后，该图的每一点㈤沁 2) 是唯一的点 
( u , V ) - 下的象.所以，X是 1-1 的，且因 X - 1 

是 R 8 到啤平面的（连续）投影在/的图上的限制，是连续 
的.证毕. 

在叙述命题2之前，将需要一个定义. 

定义 2 对定义在 R" 的开集17■中的一个可微映照 
->R m , 我们称 C7 是罗的一个临 f 点,如果微分映照 dF s: R"— 
R* 不是满映照(或到上映照).临界点的象 F ( p ) € R m 称为•^的 
一个临界值.而中非临界值的点称为丨的正则值. 

这些术语显然来自一个特殊 情形： 这时/: t/cR—R 是一个 
实变置的实值函数.如果/(吻)=0,即微分映照 d/« .将 R 中的 
所有向量映照到零向量,则点％€ 口是临界点(见图 2-6). 注意, 
任何点 a 牵 f ( U ) 是 f 的平凡正则值. 

如果 /:f7c=R 3 4R 是可微函数，那么 d/ f 作用于向量 (1, 0, 
0) 的值可从计算曲线 

Po, *o) 

在 /(P) 的切向量得到 • 从而 
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忒0， 0) = ^ ( x o , Vo , * 0 ) =/*. 

类似地 

d /,(0, 1, 0卜九 d /,(0, 0, 1)-/,. 

我们断言 d/ p 在基 (1, 0, 0), (0, 1, 0乂 （0, 0, 1) 下的矩阵由 

所给出. 

注意到在这种情形下, <*/, 不是满映照，即在 P 点有八 =■/„- 
/, = 0,所以喊 /( C 0 是/: UcR ^ R 的正则值的充要条件是/；, 
人, /■在其尿象 

/ _1 ( a ) = {(®, V , «) € U ： f ( x , y , «)-«} 

的任一点不同时为零. 

命睡 2 如果 /: I 7 c : R »— R 是可微函数，且 </( U ) 是/的 
正则值,那么 /- Ka ) 是 R s 中的正则曲面. 

证明设2>=(% % *0) 是广»的一点.因 a 是/的正则 
值,则在适当选取坐标轴后总能假定在 i > 点/,_0.我们定义映照 
F : UcR a — R 8 为 

y , 2) = (®, y , f ( x , y , a)), 

且以 (《, o >, 0 表示 R 8 中丨值域上点的坐标.在 p 点的微分映 
照为 
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I 1 0 °\ 

0 10， 

\/« L fJ 

那么 det(dZ„) =/„#=0. 

所以我们能应用反函数定理 ( 见第二章附录)，它确保存在少 
点及 ^( 的的邻域 F 和 W, 使兄 . V-^W 是可逆的，且逆映照 F-K 
是可微的（图 2 - 7 ). 从而友― 1 的坐标函数 
®=u, y^v, t-g{u, v, t), (u, <», f)€TT, 



图 2-7 

均是可撖的 . 特别地 ， «) =h(jc, y) 是定义在 F 到咚 
平面上投影区域中的可撖函数，从 

Fif-^a) flPO =T^fl {(«, *); «-a>, 

我们知迸 a 的图是 nr. 据命题1，广 1 ⑷ nr 是少的一 
个坐标邻域 . 所以，每个批广 ^) 能被一个坐标邻域所覆盖，这 
样 / 夂 0 ) 是正则曲面 . 证毕 . 

注 2 证明实质上利用了反函数定理，在方程 /(®, 扎 
中解出 2 , 送在 /,(p)_ 0 时在 J> 点的某一邻域中可以做到.这个 
事实是一般隐函数定理的特殊情况，而隐函数定理从反函数定理 
得到 , 所以二者是等价的 . 

例 2 椭球面 
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藥二軍正则曲囬 


是正则 曲面. 事实上，它是集合 /- KO ), 其中 

/(*, y， z ) = *fr +1 |r + 吾 - 1 

是一个 可微函数， 0 是 /的正则值，这是因为偏导数/»〜#, 
/«=|仅在 (0, 0, 0) 点同时为零，而(0, 0, 0) 不属 f 

r \ o ). 这个例于包括球面作为特例 (《=&= c = i ). 

迄今所给的正则曲面的例子,全是 R 3 中的连通子集.如果曲 
面 ^ CR 3 中的任何两点均能用 S 中的连续曲线所连结,那么汉称 
为是连通的.在正则曲面的定义中，我们对曲面的连通性没有限 
制，而下列的例子说明，由命题2所给的正则曲面可以不是连通的. 

例 3 双叶双曲面一® 8 —是正则曲面，因为它是厶 
-/^( O ), 其中0是/0,女，+ 2-8) 的正则 

值.注意，曲面占不是连通的，即对给定在不同叶中的两点 ( z >0 
和*<0),不可能用一条在曲面中的连续曲线 《( i ) » ( w ( t ), y { fi ， 
2(*)) 连结它们，否则 z 将变号，且 
在某点‘我们有 2(« o )=0, 这意昧 
着 «(< o ) is . 

例3的讨论，顺便可用来证明 
我们将反复应用細连通曲面的一个 
性质. 如果是定义在 
连通曲面 ( Sf 上的非零连续函数，那 
么/在汉上不变号. 

为证明这个性质，我们利用介 
值定理(第二章附录，命题 4). 用反 
证法,偎定/变号， 即有 P ) 抑使 
/(3))>0和/( ? )<0.因这是连通 
的，那么存在一条连续曲线《: La,bJ 
~>見使《0)=乳 《(?>)=?.[ 对连续 
函数/。<* : [ S , W — R 应用介值定理， 




§2-2 正则 曲面; 正则值的原像 [«1] 

我们发现存在 O, &]』使/。《(0即/在 《(C0 为零，故矛 

盾 • 

例 4 环面是一个半径为 r 的圆周炉关于离圆中心 a >r 
处的直线(属于圆周所在的平面)旋转所得(图 2-9). 

设沪是沢平面中以 （0, a, 0) 为中心的圆.那么妒由方程 
( y - aY + z ^^ 给出，而将妒绕 z 轴旋转就得到环面 T 上的点， 
它满足方程 

z a = r 2 — (*/ x a + y 3 —a) 2 . 

所以, r 是函数 

f(a>, y, 2) = 2 a + (V so^+y 3 -«)* 

值为 r 2 的原象.函数 / 在 O, 04(0, 0) 是可微的，因 



是/的正则值，这样环面2 1 是正则 曲面. 

命题1说明可微函数的图是正则曲面.下列命题提供了它的 
部分逆定理，即任何正则曲面局部是一•+可微函数的图. 



图 2-9 



C «2 j 第二章正则曲 ffi 

命题3设汾=:酽是正则曲面.那么对任何汶存在识在 
汉中的一个邻域使得 K 是可微函数的图，它有下列其中之一 
的 形式: p/0, y), z), a - h { y , z). 

证明设是汉在 p 点附近的一个参数表示，记 
^( u , v )-( a >( u ) v ), y ( u , «), z ( u , «)), Qu , v )^ U . 从定义 1 的 
条件 8, 下列 Jacobi 行列式之一在 X ^( p )= q 非零： 
d(p, y) d{y, z) 8(z, x) 

9(u, v) } d{u, v) ' d(u, v) 

首先假定⑻ a ^)/0( u , 0) (20 婪 0, 且考虑映照 沉。 x : U -^ R \ 
其中 sr 是投影映照 y , as ) -(®, y). 那.么 m » x ( u , v ) - ( co ( u , 

■ o)H 且因 (30, y )/ d ( u , v )) ( q )^0 , 利用反函数定理， 
我们一定有？的邻域 h 及 uvX ( g ) 的邻域 F a ，使 jf 。 工将微分 
同胚地映照到6上(图2-10〉.由此， * 限制于 X ( F S 〉=F 是 1-1 
的, 且有可微逆映照 V ^ Vt . 注意到 Z 是同胚,7是3?在 
S 中的邻域.现在，如 果我们将映照0, y )-^( n ( p , y ), 
< a> t !/)) 与函数 ( m , « u , 0 复合，我们发现 F 是可微函数2- 
*(«(*, y ), v ( 0 > } y ) W (*, 0 的图，这就解决了第一种情形. 

余下情况可用同样方式处理，得到0；=从2/, *) 及女1(叫 z). 
证毕. 



下面一个命题说，如果我们早就知道没是正则曲面，如想取参 
数表示我们就不必检验 X - 1 .是连续的，只要其它条件成立就 


|2-2 正則 曲面; 正则值的原# [ C 3] 

句 '以 T , 这个附注在例 1 中已被用过. 

命题 4 设是正则 曲面汉 的一点，映照 l 7 c = R >-» R » 
满足 (17) 及定义1的条件1和条件 3. 假定 J ： 是 1-1 的，那 
么是连续的. 

证明证明的第一部分类似于命题3的证明.记 X («, 

( x { u , v ), y ( u , v ), z ( u , v )), ( u , d ) G D ■，且设 据条件 1 和 

条件 3 我们可以假定 (0(% ^))( g )^0, 如有必赛可交换 

R 8 的坐标轴.设亦: R 3 -^ R 2 是投影映照 jOu ) _ (®, !/). 从 
反函数定理,我们得到？在17中的邻域 R 及 m JT ( ff ) 在 R •中的 
邻域使将微分同胚地映照到上. 

假 定尤是 1-1 的.那么，限制于 x ( F 0, 

X -1 — (jroX) _1 o9r 

(见图 2-10). 因此， flT 1 作为连续映照的复合是连续的，从 J 的任 
意性知中是连续的.证毕. 

例5单叶锥面0 ， 

S5- + VV+〆, (x, y) £ R*. 

不是正则曲面.注意,我们不能只从“ 自然”的 参数表亲 

(«, y, +W+〆) 

不可微分得到所要的 结论； 可能有满足定义1的其它参数表示. 

-为了说明不会有这种情况，我们应用命遁 3. 如果 C ? 是正则 
曲面，它在 （0, 0, 0)€ CT 的一个邻域中是可微函数 y -^ Kovz ), 
a >- g ( y , *), 卜 / O , y ) 之一的图.显然头两种形式立即因 O 
在时 平面及沪平面投影的非 1-1 性而抛 弃.最 后一种形式在. 
(0, 0, 0) 的某一邻域中应该和2-+公^ 5： ^相一致.因 2- 
+ v ^ T 7 在 (0, 0) 不可微，这是不可能的. 

例《例4中环面 r (图 2-9) 的一个参数表示,能由下列方程 
给出： 

X(u, - ((roos«H-a)ooB«, (roosM+o)siiU), rsmu), 
其中 0< w <2 jr , 0<®<2 jt . 

定义 1 的条件 .1 容易被验证,而条件3化为直接的计算,这留 
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作为习题.因我们知道 r 是正则曲面，根据命题4条件2等价乎 

Z 是 1-1 的事实. 

为证明 Z 是 1-1 的，我们首先注意到若 n / PTF " 
那么 tt /2< k <3 jf /2, ^^ a ^+ y 3 >a 那末或者或 

者3兀 /2< M <2 or . 这样，给定了 ( cc , y , 2), 就唯一确定了 m , 0<« 
<2 sr . 知道了 M , a : 和％我们便得到 cost ) 及 sin < u , 这就唯一地 
痈定了％ 0<幻<2®.因此， X 是 1-1 的. 

容易看到，环面能被3个这样的坐标邻域所覆盖. 

习 匾 

1. 说明柱面{(% y , 是正则曲面，并且找出覆盖它的坐 

标邻域系. 

2-集合{(%的 «) C R *-, *=0和 d + fcL } 是正则曲面吗？集合{(% y , 
s ') 6 R 3 ; « r =0 和 #+ y 3 < l } 是正则曲面吗？ 

3. 说明以原点为顶点的双叶锥面，即集合{(*，》， ^ eR 8 ； ^+^-* 2 =0> 
不是正则曲面， 

4. 设 /( r , J /, ») = * 2 .证明0不是/的正则值而广吻)是正则曲面. 

•5. ®P = {( a ;, y, e ) eR 8 ; r = y }( 平面）且设 & 由下式所定义 

sc(u, v ) = ( u 4 - v 7 u-hv ? uv), 

其中 c / H ( w , 显然， * ccoc _ P . x 是 p 的一个参数表 

示吗 ■? 

6. 利用命题 2 于? K % y ) — »的情形，给出命題1的另一个证 

明. 

7. 设 / O , y , «)= C *+ y +*- i ) a . 
a - 确定/的临界点和临界值. 

b - 对 C 的什么值/(% j /, 心 = C 是正则曲面？ 
c . 对函数 /(A y , « r ) = xy ^ 回答上述问题 a 和 b . 

«. 设: K «, V )如定义 1. 验证 W 是 1-1 的充要条件是 
ax , 3x, n 
ITT A l^ 0 . 

9 -设 7 是邱平面中的开集.说明集合 

{O, V,洛）€ 且 (*, y) € V} 



*2-2 正则 曲面; 正則值的原像 


[«] 


是正则曲面. 

10. 设 c 是呼平面中的“8«字形,且设沒是0上的柱面〈图 2-11); BfJ 

SO, V ， *)eR 8 ;0, y) e a}. 

攻是正則曲面吗？ 



图 2-11 

11. 说明集含 5 = {Ou)eR 8 ; J8=» 2 — y 3 } 是正则曲面且验证下列 a 和 
b 是 S 的参数 表示： 

a. X(u, v) = (u+v, u~v, 4uv), («, v) 6 R a . 

*b. X(u, u) = («cosh«, weinhv, u 2 ), («, «) 6 R a , «^0. 

它们覆盖了 S 的哪一部分？ 

12. 说明由 # 

X(u, v) = (asinucosbsinwsin v, ccosu), a, b, 0^=0, 

所定义的 Xt7c;P—W 是椭球面 ' 

咅 + | + 旮 = 1 

的一个参数表示，其中 0<«<sr, 0<1<2义描述椭球面上《=常数的 
曲线的几何意义. ’ 

•13. 求双叶双曲面 {O, y, ») € R 3 ;-® 2 -y 2 +* 2 =l} 的参数表示 • 

14. 半直线 [0, %)垂直于直线 S 且从某一给定的初始位置绕£旋转，同时 
其原点0移£运动.当 [0, 转过角0时原点移动了距离 d=si n 3 (0/ 
a). 验证旋转线的像除去直线 £ 是正则 曲面. 如果移动距离为 
(0/2); 此外还需要除去什么才是正则曲面？ 

*15 _设两点 P ⑺和3⑴以相同速度运动， P 自 （0, 0, 0) 幵始沿 * 轴而 g 自 
( a , 0, 0), 开始沿平行于 y 轴直线 运动， 说明连结 K*)，3(*) 的 

直线描出了 R 3 中由方程 yC*-«0 + «rar=0 给出的一个 集合. 这 是正刖 
曲面吗？ 

对由方程 * s +f+c 卜 l) a =l 繪定昀球面 4 s , 定义它坐标系的一种方 
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法是考虑所谓球权投影而沪-它把上除去北极汉 - ( 0 , 
0, 2) 的点 33=(6 y, *) 映照到叩平面与连结 N, P 宜线的交点(图 2- 
12). 设 (《, W -=w(*, y , *), 其中 （*, y, *) € 沪-{况}且 O, 

平面. 

••说 明由下式给出 ,, 



b. 利用球极投影可以用二个坐标邻域覆盖球面. 



图 2-12 球极投影 

17. 和正则曲面类似地定义正则曲线.证明 

». 可微函数 

/ ： ?7cR*-»R 

正则值的原象是正则平面曲线.给出一个非连通的这样的曲线的 
■' 例子. 
b. 可微映照 

F. 17cR*^R 9 

正则值的原象是 R* 中的正则曲线.说明这个命题和中的曲线 
作为二个曲面交绂的经典定义之间的关系. 

*0. 集合 C = {(a?, 不是正则曲线. 

*18. 设 /(*, !/, *)-_ 常数, K*, 穿， *)=«=- 常歎, 
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[«7] 


y, 常数 

描述了三族正则曲面，且假定在(％的， 邱) Jacobi 行列式 

dU, 9, h) ' 

S(x,y,»-) 

证明在(咖 y 。，《<•) 的某一邻域内，三族曲面将由 R 8 的一个开集到 R 8 
中的映照 v f «) = (*, y , «〉所描述，其中，如曲面族 / C * U )~ 
•♦中 曲面的局部参数表示> 是在这个映照中置《=常数而得 到的. 对下 
列曲面情形确定 A 

f{as, y, <0=;^+7 3 +« 3 =«=常数； (11((0, 0, 0) 为中心的球面)； 

?(*, y, 常数，（过必轴的平 面)； 

Kx, y, «〉=>^1=«;=-常数，（以 (0, 0, 0) 为顶点的锥面） 

•19. 设《:(-3, 0)—R 3 由下式所定义(图 2-13): 

-(0, -0+2)), 如果*€(-3, -30 

=连结 P =(0, -1)， 2 = (-^> o ) 
a( ° 的正则参数曲线， 如果 <6(-1， 

= (- t , - sini ), 如果<€ (-去，0) 



图 2-W 此图中水平方向与垂直方向比倜不同 

能够定义一条连结？，2的曲线，使^的所有导数在对应点是连续的且 
«自身不相交.设 C 是 ct 的轨迹 • 

». C 是正則曲线吗？ 

诂平面 R 3 的一条法线跑遒 <7,它推出的“柱两”沒是正则曲两巧？ 
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§2-3 参数 变换； 曲面上的可微函数 


微分几何涉及曲面的局部性质，它依赖于曲面在一点邻近的 
变化情况.在 §2-2 给出的正则曲面的定义适合于这个目的.根 
据这个定义，正则曲面的每一点 P 属于某一坐标邻域.这种邻域 
中的点被它们的坐标所刻划，所以我们应能用这些坐标来定义感 
兴趣的局部性质. 

例如，重荽的是我们对函数/: 能定义它在正则曲面 

上一点 P 是可微的意义.处理的自然方法是选取 P 的一个坐标邻 
域，它的坐标是%如果它 关于％ * 坐标的表示式容有各阶连 
续偏导数.那么说/在点是可微的. 

但是， S 的同一点可以厲于不同的坐标邻域(在 §2-2 中例1 
的球中，第一卦限内部的任一点属于给定的坐标邻域系的3个坐 
标邻域).而且，在罗的一个邻域中还可选取其它坐标系(对球面 
上的点可以取地理坐标或球极投影坐标;参见习题 16) .为 
使上述定义有意义,它必须不依赖于坐标系的选取.换言之,必须 
说明，当 p 属于坐标为 (《, «) 及(匕 W 的二个坐标邻域时，能够借 
助于可微变换将其中一对坐标变到另一对坐标. 

下列命题说明这是对的. 

命题 1( 参数变换）设 P 是正则曲面 <5的一点，又设 
nHY . ‘ 是 的二个参数表示，使 p € X ( f 7 )fl 

Y ( U ) ^ W . 那么“坐标变换” : T - yif )— ^、灰） （ 图 

2-14) 是微分同胚，即是可微的且有可微逆映照 A - 1 . 

换言之，如果 * 和2/由下列式子 给出： 

X («, 妇) 一(*( m , d), y{u, v), x(u, v)), (u, <o)£TJ, 

那么坐标变换 A 为 

h = m (^ Tj), V^v{^ } rj), (i, 

[注]太节的证明在初次阅读时可略老， 
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它具有 性质： 函数 W , *具有各阶连渎偏导数，且映照 A 是可逆的， 
逆映照为 

其中函数 f 和 n 也有各阶偏导数.因为 

s(u, v) d{£, ■??) _ 1 

8(^, v) v) ’ 

这意味着 A 和 /r 1 的 Jacobi 行列式处处非零. 



命题1的证明是同胚，因为它是同胚的合成(见 
第二章附录的命题 S ). 但不能用类似的讨论断言 A 是可微的，因 
为 X - 1 定义在汉的开子集中且我们还不知道汉上可微函数的意 
义. ' 

我们用下面的办法来处理，设 rSyMCF ), g = h ( r ). 因为 
x{n, v ) = (x(u, y{u, v ), t{u, v )) 是一个参数表示，我们不妨 
偁定 
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第二章正则曲面 


所以，能用反函数定理，它保证 x ⑷在 R 3 中邻域 if 的存在，在 
这个邻域中存在且可微. 

由7的连续性,有 r 在 F 的邻域及使 Y(N) CM (第二章附 
录的命題 2). 注意到限制于义 = 是可微映照的复 

合.这样,应用映照的链式法则(第二章附录的命題 8) 得到 h 在 r 
是可微的. fer 是任意的，所以 A 在上是可微的. 

完全相同的讨论能用来说明映照矿 1 是可微的，所以 A 是一 
个徽分同胚.证毕. 

现在我们来给出正则曲面上可撖函数的明确定义. 

定义1设/: 是定义在正则曲面 S 的开子集 K 中 

的一个函数.如果对在 per 附近的某一参数表示 Ucn a ->S, 
P eX(U)cV } 复合 AX : C 7 c ; R 2 4 R 在(的是可微的，那么 
称/ 在 卩 点是可微的. 如果/在 F 的所有点上是可微的，那么称 
/在 F 中是可微的. 


⑻孕 0 ， 

不然的话就把坐标轴重新命名.将X扩充成映照 F : U 乂 R—R 8 , 
它的定义 如下： 

■F(m, v, v), y(u, v), z(u, v)+t), 

(u, v)^U, i€R. 

几何上,夏将 U 上的垂直柱体 (7 映照成 ®(17) 上的“垂直柱体”,它 
将高度为*的0的每个截面，映照到曲面0+私，其中 
是2轴的单位向董(图 2-14). 

显然罝是可微的，且罗的限制计算微分 dF, 
的行列式,我们得到 
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从最后的命題立即得出，所给出的定义不依赖于参数表示 Z 
的选取.亊实上，如果是点附近的另一 
个参数表示，且若那么 /•!"-/ wA 也可微，即所说 
的不依赖于参数表示的选取. 

注1我们将常常不加区分地用相同的符号 /(«, 0表示/ 
和 /。1,说/(% 幻是 / 在坐标系 X 中的表 示式. 这也等价于把 
2： 07) 看成 K 把0, W 同时看作为辽中的一点及; S ：( C 0 中的坐 
标为 ( m , «) 的一点.今后，这类不确切的语言将不作说明地加以 
应用. 

例1 设这 是正则曲面而 FCR 8 是包含 汉的一 个开集.设 
/: Tc : R 3 -> R 是可微函数，那么/在 S 上的限制是 S 上的一个可 
微函数.事实上，对任何?>€汉和在少点的任何一个参数表示 

函数是可微的.特别地，下列函数是可撖 
的： 

1. 关于某单 位向童 F € R 8 的高度 函數& 8 -> R , 它定义为 
h ( p )= p > V ) pes , 其中点乘表示 R 8 中的通带内积， MP ) 是 2 >s 
8 关于过 R 8 的原点且垂直于 K 的平面的高度(图 2-15). 

2. 点？€汉离 R 8 中的一个固定点鉍的距离的平方， 

|3>- Po | s . 取平方的必要性在于距离|2>—判|在 P - 涔处不 可微. 

注2命題1的证明实质性地应用了一个坐标映照的逆是连 
续的事实.为了定义曲面上的可微函数(一个有活力的概念)我们 
需要命题1,所以我们不能删掸正则曲面定义中的这个条件（见 
§2-2 附注 1). " ' 
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可微性的定义，能被容易地推广到曲面之间的映照的情形.考 
虑正则曲面私的开集 Fi 到正则曲面私的连续映照屯 Fic :^ 
-^8 2) 如果在? >€ Kt /) 附近和5 2 上相应处给定参数表示 

x 1: u^cir^s^ x at u a c ： n^8 a , 

旦映照 

-^2 3 *0°-^3f Ui~>U ^ 

在 ？=■ JTAp ) 是 可微的（图 2-16), 则称 彡在点 pG r ! 是可微的. 



图 2-16 


换言之，当彡在局部坐标系中表示为 « i ) = ^). 

和(《1, O ) 时， A 和和有各阶连续偏导数,•则办是可微的. 

定义不依赖于局部坐标的选取的证明留作习题. 

. 我们应该说明,与可微性相联系的自然的等价性概念,是微分 
同胚的概念.两张正则曲面私和的间如果存在可微映 照也达 
為 ,且有可微逆映照令 _1 : s ^8 2> 那么私和&是 微分同 肱的. 
这个命 称为从&到汉2 的微分 同胚.在研究正则曲面时微分同胚 
的概念所起作用，相当于向量空间中的同构或者欧氏几何中的全 
等.换言之，从可微性概念看来，二个微分同胚的曲面是不加区分 



N -3 参数 变换; 曲面上的可微 菡銨 [78] 

例 2 如果足 UczR^S 是参数表示,那么 X-\ X ( C/)->r 
是可微的.事实上，对任何 和免 点附近的任一参数表 
示 FcR 3 ->^ X^cF： Y-^{W)-^X-\W) 是可微的,其中 
W = X(JT)^\Y(JJ), 

这说明[/和 X(JJ) 是微分同胚的（即每一正则曲面局部微分同胚 
于一个平面)，这也表明了上述注1中所做的等价性是合理的. 

例3设氏和札是正则曲面.假定 S^crrcrR 匕其中 F 是 
R s 中的开集 ，私 F-^R S 是可微映照并且沴(氏) cS a .那么彡在札 
上的限制 0U: 8r ^ 8 3 是可微映照.事实上，对给定的 pellp 
的附近的参数表示 Ih — Si 及礼中的相应参数表示 J： s: t/ s 
-> s 2 , ^{ X ^ U ^ czX . iU ,), 我们有可微映照 
X^ 2 lo 4 >°Ui~*Ua. 

下面是这个一般例子的特殊情况. 

1. 设 s 关于哗平面是对称的，即』如果0,沁 2) €氏那么 
(*, y, -*)6^. 这时将 s 中任一点映到它对称点的映照 cr: s— 
S 是可微的 ，因 为它是 R 3 中将0, 2A sO—h %—2〕的映照 ff :R 3 
->R 3 在 汉上的 限制.这当然可推广到关于 R 8 中任一平面对称的 
曲面情形. 

2. 设足 , 9 :R 3 —R 3 是关于3轴旋转没角度的映照，又设 SC： 
R 8 是这个旋转下不变的正则曲面，即当 pS/S 时那 
么限制是可微映照. 

3. 设表 • R 3 -> R a 由 

♦ (p, y, 2) =■ (xa f yb, 2c) 

给定， 其中％ &和《 是非零实数，沴显然是可微的，0在炉上的 
限制多 h 是从球面 

/S 2 ={(a>, y, i?)€R 3 i * 2 +y a + 2 2 =l} 

到椭球面 

2)GR 3 -, + 

的可微映照(参见本章附录例 6 ). 
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注3命题 1( 见例 2) 意味着参数表示 Z : Uc : R >— S 是 C 7 到 
Z ( C 7) 上的微分同胚.事实上，我们现在能把正则曲面刻划成 R 8 
中局部微分同胚于 R a 的这种子集 / ScR 3 ; 即对每一点見存 
在少在汉中的一个邻域开集 C / cR s * 微分同胚映照 X.U-* 
V. 这个优美的特征可作为处理曲面的起点（见习题 13). 

现在我们可以回到曲线论，并且从这章的观点来处理曲线，即 
将它们看作 R 8 的 子集. 我们只提及某些基本点而将详细展开留 
给读者. 

符号表示直线 R 上的开区间， R 8 中的正则曲线是具有下 
列性质的子集 OtiR 3 : 对每点存在 p 点的一个邻域 7 CR 8 
和一个可微的同胚《: ic = R -^ Fna 使它的微分 映照如 对每个 
坧 i ■是 1-1 的(见图 2-17). 



可以证明（习题 15) 参数的变换由微分同胚给出（象曲面一 
样).从这个基本的结果可以确定什么时候某个借助于局部坐标 
得到的性质是不依赖于坐标选取的，这种性质便是集合 C 7 的局部 
性质. 

例如，在第一章中定义的孤长已证明是不依赖于参数选取的 
(习题〗5),所以是集合 O 的性质.因为总能用弧长作为正则曲线 
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0 的局部坐标,那么由此确定的性质（曲率，挠率等)是 o 的局部性 
质.这也说明在第一章中建立的曲线的局部理论对正则曲线依然 
成立. 

有时候，用一 种特殊 的方法移动某一正则曲线，也可定义曲 
面，下面的例子就是这种情形. 

例 4( 旋转面）正则平面曲线 (?， 围绕它所在平面上与曲线 
不相交的某轴旋转，得到集合 ScR 8 ; 我们取3»平面作为曲线所 
在的平面， Z 轴为旋转轴.设 

*=* 穸 0), a<v<b, f(v)>0 , - 

是曲线 C 7 的一个参数表示，《表示绕 z 轴旋转的角度.这样，我们 
得到从开集 = v) e R J 5 0<«<2^, 到 5 中的一个 

映照（图 2-18): 

X(m, v) = (f(v)ooau, f(^v)miu, g(v)). 

很快会看出*满足正则 
曲面定义中参数表示的条 
件. 因为 S 能完全被类似的 
参数表示所覆盖，汉是正则 
曲面，称为旋 转面. 曲线 口 
称为 S 的母 线， 2轴称为汶 
的旋特轴，被 (7 的点所描述 
的圓称为汉 的纬线 （平行 
环)，而0在旋转时的不同位 
置 则称为 S 的经线 (子午线). 

为说明 ® 是 S 的一个参数表示我们必须验证§ 2-2 定义1的 
条件1,2和 3. 条件1和3直接可得，留给读者作练习.为说明 
工是同胚,首先证明 Z 是 1-1 的. 亊 实上，（/(0, ? 0))是曲线0 
的一个参数表示，给定 * 和- 我们能唯一地确定 

A 因 此工是 1-1 的. 

注意到，又因为 jr ( tO ) 是 C 7 的参数表示， v 是 * 和 
的连续函数所以是0, ！/, *) 的连续函数. 
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为证明 x — 1 是连续的，只要说 明奴是 (®, y , 3 ) 的连续函被. 
为此,首先注意到若因 /( W 古0,有 


tan 



2 sin j cos -|- 
2 cos 2 每 


siim 

1+cosu 



1+ 7W 


y 

/ x 2 -ty a 


所以 w = 2 tan - 1 x + ^ x2+p2 . 

这样时，《是化％ z ) 的连续函数.类似地, 
近小区间中，我们得到 


若《是在 W 附 


u=2ctg -1 


y 

-x+Vx a +y a ' 


因此，奴是 (®, y , 4的连续函数.这证_明了工- 1 是连续的，也就完 
成了验证. 

注4在我们的旋转面的定义中有一个小问题，如果 CCR 3 
是闭正则平面曲线，它关于 R s 中的一个轴 r 是对称的.那么，围 
绕 r 讎0, 我们得到一张曲面，可证明它是正则的，且也应该叫 
做旋转面(当 C 是圆周时且 r 包含0的直径时，该曲面就是一个 
球 面).为在我们定义中包括这种情況，我们必须排除二点，即 O 
和 r 相交的二点.由于技术上的原因，我们希望保留原先的术语 
而称后一种曲面为 广义旋转面. 

关于曲面的定义还得做最后一点评述.我们已以 R 8 中的一 
个子集作为(正则）曲面的定义.如果我们既要考虑曲面的整体性 
质，又要考虑它的局部性质,这是正确的处理方法.读者也许感到 
疑惑，我们为何不象曲线一样将曲面简单地定义为参数曲面.这 
是可以如此做的，而事实上相当数量的微分几何经典书籍采取了 
这种办法.只要仅仅考虑局部性质这就无伤大雅.但是在后一种 
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方法中，基本的整体概念,象定向性(将在§ 2~6和§ 3-1 中处理)， 
必须被略去，或得到不适当的处理. 

不管怎样，参数曲面的概念有时是有用的』这里将它介绍一 

下. 

定义2参数曲面 Z : J 7 c : R a -> R 3 是从妒中开 集厂到 R s 的 
一 个可微映照.集合 Z ( t 7) c ; R s 称为 Z 的轨迹.如果微分映照 

dX q , R a — R a 在所有€ [7 是 1-1 的(即向量^对所有托 
▽是线 性独立的)，那么 X 是正則的. （ O ：, 不是 1-1 的点叫 


做 X 的一个奇点. 

注意，对参数曲面，甚至当正则时，它的轨迹可以是自身相交 

的. 

例5设《：1— R 8 是正则参数曲线.定义 


X(t, v)^a(t) ^va'(t), (t, -y) £ JX R. 
X 称作 《 的切线面（图 2-19). 

现在假定《的曲率1对所有 
是非零的，并且将 Z 的定义域痕制于 
u ={( t , v ) ei ' xR -, v ^ oy . 那么 

晉=«'(*)+似"(0，營=«’(0 


且 


f 八餐=««"00八《切—0, 


C *, v ) eu , 

因为对所有 L 曲率(见 §1-6 习题 12) 

() wlm a 

是非零的.因此, X 的在 C 7 上限制 Z : t 7- 
是正则参数曲面，它的轨迹由两个连通 
片所组成，而它们的公共边界是集合«(1). 

下列性质说明，我们可以将微分几何的局部概念和性质.推广 



图 2-19 切线 
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到正则参数曲面中去. 

命题2设酽是正则参数曲面,是其中一 
点.那么存在？ 在 R 2 中的一个邻域 r， 使 JSTOOcR 3 是正则曲 
面. . 

证明 这又是反函数定理的一个推论.记 

0 >) = (*(w, v), y{u, v), %{u, «)). 

由正则性，我们可以假定 (0(®, y )/ d ( u , v))(?)_0. 定义一个映 
照巧厂 xR—R 3 . 

■^(w, V, t)~(x(u, v) } yiu } v ), z(«, v)+f), 

那么 dst ( dF g ) = I _( g ) 丢 0. 

据反函数定理，存在9的邻域I和方⑷的邻 域心使 巧 
是一个微分同胚.置且观察到这 
样, X(T) 徵分同胚于 F, 所以是正则曲面.证毕. 


习 睡 [ 钽 


•1. 设妒= {(% ?/, *)“ 3 ; # + 2/ 2 +4 = 1}是单位球面且设乂炉―炉是 
(对映的）映照 A®, 沁*) = (-»，-% -*). 证明是微分同胚. 

2•设 》 rf. 3 是正则曲面,〜汉 —R 2 将毎点 P€ <?映到它在 y>e) 
eRV=o} 的正交投彩.亦是可微的叫？ 

3. 说明抛物面 aaf+j； 2 微分同胚于平面. 


4. 构造椭球面 




» 2 1 

7- 1 


和球面 + 之间的微分同胚. 

*5. 设汉 cR 8 是正则曲面, dJ — Fs 由 d ( p )= b - p 0 | 定义，其中 pe <?, pu 
即《«是从 p 到不 在汶上 固定点 p 0 的距离.证明4是可 

微的. 

6. 证明：曲面间的可微映照的定义不依赖于所选取的参数表示. 

7. 证明:微分同胚于汉*”的关系是正则曲面集合中的等价关系. 


[注]跳过这节证明的读者也应该略去习题13 〜 16, 
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*8. 设炉 =•■[(>, 沁 «)€ R 3 ;* 2 + y 2 +£! 2 = l }, S = Kx , y , ^+^- 

f = l }. , Y =(0, 0, 1) 和 <5=(0, 0, -1) 分别是以的北极和南极.设 
F ： S ^-{ N}U { S }^ H 定义如下:对每点於一 { W } U { S }, 设 p 到《 
轴的垂线交&于考虑从 3 点出发的过 p 点的半直线 Z . 那么 F (： p ) 
fl H (图 2-20) 证明 : F 是可微的. 

»• «定义正则曲线上可微函数的概念.为使定义有意义需要证明什么？ 
现在不要证明它.如果你没 . ftSg 去本节的证明，将要求你在习题 
证明它. 
b . 说明由 


E(t) = (cos t, sin 0, «= € R 

定义的映照 E . R -* S 1 ={( x , y )6 R 3 ; a ； Hi / 3 = l } 是可微的（它的几 
何意义是瓦将 R 沿汉>卷起来”). ** 



10. 设 C 是平面上位于直线 r— 侧的平面正则曲线，它和 r 交于 p, g 两点 
(图 2-21). 为保证 C 芳于 r 旋转生成一个产义(正则)旋转面， C 该满 
足哪些条件？ 

11. 证明: 旋转面 S 绕它的轴旋转是汶的一个微分同胚. 

12. 参数曲面对描述除去有限个点和有限条直线后成正则曲面的集合2经 

常是有用的.例如，设 C 是不通过原点 0=(0, 0, 0) 的正则参数曲线 
«： («, 设2 为 过定点0和动点 pec ? 的直线 ；所生成的集合 

(以0为顶点的锥面，见图 2-22). 

»• 找出参数曲面 X 使它的轨迹为為 
- b . 找出 X 非正则 的点； 
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图 2-22 


c. 从2 h 除去那些点 J5 余下的集合是正则曲面？ 

*13. 证明:在书中(定义 1) 给出的函数/: Fc^R 的可微性的定义等价干 
下列命题:对 pe 如果/是定义在 R 8 中包含 P 的开集上的可微岛》 

在 P 的限制，那么/在 P 是可微的.（如果我们从这个可微性定义出 
发,我们就能将曲面定义为局部微分同胚于 R 3 的点集；见注 3.) 

W. 设 4c:，？ 是正则曲面汶的一个子集. 证明： 4本身是正则曲面的充要 
条件是4在 S 中是 开的; 即乂 =Z7n 氏其中0■是 R a 中的开集. 

15. 设 C 是正则曲线， 《:lcR->C 和氏 JcrR—(7 是曲线 C 在点 
n/8(i)=w 邻域中的两个参数表示.设 

h=a~ l . 卩 : ^XW^-ya-XW) 

是参数变换. 证明： 

a . & 是微泠同胚. 

b. C 在 PF 中弧长的绝对值不依赖于它的参数表示的选取，即 

HI 卜 ’(0 丨叫 = IJ: 

t€ I, t € 

*16. 设价，*)€托^=-1}等同于复平面€，方法是置0,?/，-1) 
' ^+ iy = i & C . 设 <C 是复多项式 

I 5 (0=ao^ n +a 1 S n_1 + …+3 »， a o +0, a<6 G *=1, •••, n. 

以抑表示炉 ={O, y，*) e C; * 8 +t/ s +3 3 =l}?ije 2 的球极投影（取 
北极 w=(0, 0, 1) 为极点).证明由 

p € S 2 — { N } 

F ( N ) = N 

给出的映照巧 S ^ s 3 是可微的. 



§2-4 切 平面; 映照的撖分 


[81] 


§2-4 切 平面; 映照的微分 

在本节中，我们将说明正则曲面汶定义中的条件3保证了对 
每 曲面汉上通过 P 点的参数曲线的切向量的全体，组成 
一个平面. 

曲面汉 在某点的切向量是指可微参数曲线《: (s, e) 
—8, «(0)=； p 的切向量《'(0). 

命题1设足 Uc = R a ^ S 是正则曲面的参数表示，并设 


qeU. 2维向量子空间 

dX ,( R a ) c = R 8 . 

与汉在 X (《) 的切向量全体一致. 

证明设疋是在 <?) 的切向量，即 PT - o 7 ⑼，其中《： (-S, 
約 — 可微 且<0) = Z ( g ) .据 § 2-3 例2,曲线 
«：(-«, e )— C 7 是可微的.由微分的定义(第二章附录定义 1), 我 
们有⑼）=%所以 dX g ( R a ) (图 2-23). 



另一方面，设其中 F € R a . 显然 F 是由 
yij^tv+q, 虼 一 《, 8), 
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给出的曲线 7 :C — s , 的速度向量.根据微分定义 TF = 

«\0),其中 a = 乂这说明豕是切向量.证毕 • 

从上述命题，通过 X ( ? ) ~ p 点的平面 dZ 4 ( R a ) 不依赖于坐标 
映照 a ; 的选取.这个平面就称为5在少点的切平面，记为 T 9 {8). 

参数表示*的取法确定了 A ⑻的一组基它 
称为与参数表示 X 相关的基.有时为方便起见，记 g 

向量在与参数表示 z 相关的基上的坐标，按如下 
方式确定.曲线 A (—6 0^7的方程为卢 (*) = («(*), 40), 泠 
(0) = g = X - 1 ( p ), 那么， V 是曲线《-1。泠的速度向量《'(0).这 

样 《' (0) =去(1。/5)⑼ _)) ⑻ 

■ =Z U ( ? V ⑼ +X 1) ( ? M0)=TT. 

因此，在基下 ， TF 有坐标 ( Ao ) y ( o )), 其中(《0), 
是 t ^ o 处速度向量为疋的一条曲线在参数表示 x 中的表 

达式. 

有了切平面的概念,我们就能说及曲面之间可微映照的微分. 
设私和 A 是二张正则曲面，灸 VcS ^ S , 是私中 的开集 F 到 
私中的可微映照. Mpev , 每个切向量酽是可微参数 
曲线 《:(— S , 8)— V ， O !(0) = p 的速度向量《!乂0).曲线|8 =《。0!满 
足趴 0) = 40), 所以#⑼是〜的⑻）的一个向量（图 2-24). 

命题2上述讨论中，对给定的 TF , 向量 jS ' CO ) 不依赖于《的 
选取.由邮 ,( F ) ⑼所定义的映照鉍，: 

是线性的. 

证明 证明类似于欧氏空间的情形（见第二章附录的命题 
4). 设 «), l { u , 句分别是少和 < K ?) 点附近的参数表示. 
假定多在上述坐标系下的表示为 

4>{ u > v)j <f>i(u, »)), 

« 表示为 
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a ( t ) - («(i), te (-s, 8), 

，么邮 )-( 如 ( tt (0, ^{ u {£), «( i ))), 且 〆 ⑼在基 { T a , 

下的表示是 

⑼， |<°) + 瞽，) • 

上述关系式说明,^(0)只依赖于映照 4>及见 在基 
下的坐标 K ( o ), «'〔 0 )乂所以的选取无关.而且，同 
一关系式还说明 


/ 8 u dv 

^(0)=^( W )= ^ i 

\ du 3 v > 


^(0) 


即却 ，是％(沁) 到的线性映照，它在的基 { X«, 

. 及 T ^ t ) m 的基 {r B , r 5 > 下的矩阵，恰为上述给定的矩阵. 
证毕. 


命题2中定义的线性映照称为会在 p € 爲点的微分 .用 
类似的方法我们可把可微函数/: UczS ^ R 在的微分定义 
为线性映照 d/,:r,oso->R. 具体细节留给读者作练习. 

例1设是单位向量， h ; 8-* n t h ( p )~ vp , 的汉是 
§ 2 _3例1所定义的高度函数.对 we aos )， 为计算 ah 执 
取可微曲线 a: (― e, a a(0)*0, «'(0) = «;.因 h ( a ( t )) - 
«(0-v, 我们有 
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dh 9 (w ) == -^-h{a(t))\ t=0 = a\0)^ = wv, 

例2 设研 CR 2 是单位球面 

8 s ^={( x , y } z ) € IR 3 , ic *+ y a + 2 a - l }, 

Rz ， e ： R a — R 3 是绕 iS 轴旋转沒角.那么尾,，在妒上的限制是炉 
上的可微映照(见§ 2-3 的例 3). 我们将计算 ( dR ^, ( w ), P e 
KwGT f (6 f a ). 设 a : 〔一 8 , s )— ※是可微曲线，满足 《(0 )- A 
*(0)=«；.那么，因亿,，是线性的， 

( dR ll , a ) t ( w ') (凡， 8 。01(#)) =尾, 〆 ⑼ 

注意到尽, 8 保持北极 N ~(0, 0, 1) 不动, WH ) N ' T n 、 S ) 
—2 V ( S ) 恰恰是在 hOS ) 平面中旋转0角. 

回想一下,迄今我们所做的是将 R 2 中微分学的概念推广到正 
则曲面.因为,微分学本质上是局部性理论，我们定义了一个其局 
部在微分同胚的范围是平面的实体(正则曲面)，因此这样的推广 
就变得很自然.也许还有希望将基本的反函数定理推广到曲面间 
的可微映照. 

设♦•- UczS ^ S , 是一个映照，如果对存在少点的一个 
邻域 VcU ， 使令 限制于 F 是到开集 4>( V ) c = S a 上的微分同胚， 
那么称命为在 罗 点的局 部微分 同胚. 用这样的术语，曲面上反函 
数定理的形式可表达如下. 

命抵8如果私和札是正则曲面，屯 UcSi — fif a 是开集 C 7 
〔心 上的可微映照, 使伞在 pGU 的徵分 是一个同构,那么彡 
是 P 点的局部微分同胚. 

它的证明是在 R 3 中反函数定理的直接推广,将它留作习题. 

当然，微积分中所有其它概念，象临界点，正则值等确实都能 
自然地推广到芷则曲面上定义的函数和映照. 

切平面还使我们能说二个相交曲面在其相交点的角度. 

在正则曲面 S 上给定一点 P , 有二个 R 3 的单位向量，它们都 
正交于切平面其中每一个都称为夕点 的羊位法向量.通 
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过少点且包含 P 点法向的直线称为 P 点的法线.两张相交曲面在 
相交点 P 的夹角是它们在 P 点切平面的夹角(或它们法线的夹角） 
(图 2-25). 



固定少€/8附近的一个参数表示工： UczR ^ S , 对每点 
X ( C 7), 我们能以下列方式确定一个单位向量 

(g), 

这样,我们得到一个可微映照仄 X ( C 7)^ R 8 我们以后将看到 
(: § 2-6 和§ 3-1), 不是总能将这个映照可微地推广到整个曲面 
在结束本节之前，我们关于可微性问题做些说明. 

正则曲面的定义要求阶的参数表示，即它们 具有所有阶的 
连续偏导数.对微分几何问题，一般地我们只霈要某些阶的偯导 
数的存在性和连续性,具体的阶数因问题的性质而异〔很少需要四 
阶以上的偏导数). 

如切平面的存在连续性，只依赖于一阶偏导数的存在和连续 
性.所以，可能发生这种情况，一个函数的图点点有切平面但不是 
充分可微以适合正则曲面的 定义. 下列例子便是这种情况. 

例3考虑函数的图，它是由曲线关. 
于2轴旋转所生成的.因曲线关于 z 轴对称且有连续导数，它在 
県点为0 ,很清楚图 >^0 ^+2/®? '以呼平面为原点的切平面 . 
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但是，偏导数〜在原点不存在，所考虑的图不是如前所定义的正 

则曲面(见§2_ 2 命题 3). 

我们不打算讨论这类问题.定义中 0- 的假定正是用来避免 
研究在各特殊问题中所要求的最低可微性条件.这些细小差异会 
有它们恰当的位置，但这里来处理可能会模糊问题的几何性质. 


习 题 

-1. 设正则曲面由 /(®， y ， 给出，其中0是/的正则值.证明它在 
(® o , yo , 的切平面方程是 

Vo, »o) (.x-xo)-hf v {x 0) y 0 , «o) (y — y 。、 

+/,(®。， y 。， e o )(«-« a )=0. 

2- 确定曲面在 (*, y , 0〉点的切平面，且证明它们都平行于 
樣 

3- S 明；一个可微函数 ？/) 的图所确定的曲面在抑=(*。， 如) 点的 
切平面方程为 

*=/(* 0 , yo) +/«(®o, yo)(.x-x !) ')+f l ,(.3 ； o, ya)(.y-yo). 

回想一下函数/: R 2 — R 微分 d / 的定义，且证明切平面恰为微分 
的图. 

*4. 证明：由 ㈣ 所定义的曲面的切平面都过原点 (0, 0, 0), 
其中/是可微函数. 

5- 如果正则曲面的局部表示为 

X(m, v)=ai(u)+a a (v'), 

其中與和勿是正则参数曲线 ； 证明： 沿着这个坐标邻域中某固定坐标 
曲线的切平面都平行于一条直线. 

6•设 I -> R a 是正则参数曲线，曲率处处非零.考虑《的切线面 （§ 2-3 
例 5) 

X (*， v )= a (0 + va '( t ), i € I , vi =0. 

证明:沿曲线 叫 常数)的切平面都相同. 

7. 设 R 由 /( p ) = | p — 科 | a 定义， P 6 汶且 p 0 是 R 8 的固定点（见§ 3 
— 3例 1). 证明: rf / r ( W ) = 2 TF .( p — 矜）， w & T ^ S '). 

8. 如果 L : E *-> R S 是线性映照， ScR » 是正则曲面且在 L 下是 不变的 ，即 
L { S ) cS . 证明 ：限制 L | s 是可微映照且 

^ L 9 { w ) = L ( w ), p € S ', w 6 T „{ S ), 



§2-4 切 平面; 映照的微分 


[87] 


9. 证明:参数曲面 

X(u, u) = (« cos u, vsinM, au), a —0, 

是正则的.计算它的法向量 W ( w , «) 且证明沿着坐标曲线的 
切平面按下述方式围绕这条线旋转， 这个切平 面与 g 轴夹角的正切正 
比于点 X ( u 0) 0到*轴的距离 

10. (管状 ft 面）设是具非零曲率的正则参数曲线,且以弧长为参 
数.设 

X ( s , v )»=«( s )+ f ( ra ( s ) cosv + b ( s ) siii «), r = 常数_0, s € I , 

是参数曲面(围绕《的半径为》•的管道)，其中 w 和6是《的主法向量 
和从法向量.证 明：当 X 是正则曲面时，它的单位法向量是 
N ( s , t >)=» - ( w ( s ) cosv +&( s ) sin «). 

11. 证 明：由 

X ( u , v ) = ( f ( u ) cosv , f ( u ) sinv , gW ), f { u ) ¥»0,0 
定义的参数曲面的法线都通 过 《 轴. 

M 2. 证明: 下列任一方程 

3p+y^ + z s =a3!f 

a a + y 3 +« 3 =6*/, 

a ^+ j / s +« 9 = o * 

定义一张正则曲面，且全都正交. 

13. 定义在正则曲面 S 上的可微函数/: 的临界点是满足 rf / P ==0 的 

点 MS . 

* a . 设/:改 — R 由 

f (. v ) = | p — Po |, p € 沒， Po 疟汉(见 § 2-3 习题 5). 

定义.证明 : P € S 是临界点的充要条件是 P 到 Po 的连线在 P 正交 
于汉. 

b . 设办:况― R 由 = 定义，其中 《€ R a 是单位向量(见 §2-3 
例 1). 证明: P S «是/的临界点的充要条件为 v 是《在 p 点的 
法向量. 

*14 .设 (3 是三个坐标平面*=0, y ^ O , 1 ^= 0 的并集.设 P = (A y , *) € R a 

-Q. 

a . 证明 :关于 i 的方程 

A + 古 + 击啡 )=1， 

a>b>c>0, 

有三个不同的实根 ji , & t «. 
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b . 证明: 对任何弘由/(^)-1=0,八 # a )- i = o 和/⑹ -1 
=0定义的集合都是通过 p 点的正则曲面,且两两正交. 

15. 证明: 如果连通曲面的所有法线都通过固定点，则曲面是球面的一部 


分. 

16.设《；是正则曲面汉在某点 pe s 的切 向景, 且设 z («, 均和 S ( u , V) 
是在 P 点邻近的二个参数表示.假定 W 在与 X ( U , «) 及 Z 巧，刃相关 
的基下的表示为 


w=a x X u + a2X v 

及 w = /3 iXe + 

证明:的二种表示间有下列 关系： 

O du , du 

^ 1=ai aT + ot2 ^* 

a dv , dv 

l3l=ai ^ + a> -d^' 

其中 G = i 7( w ， 和 V = v ( u , U ) 为坐标变换的表示式. 

*17. 两张正则曲面沁和的称为橫交的，如果对 pe 氏 n 知有 T〆 灸） ¥= 
t p ⑽. 证明: 如果决横交于 s s , 那么& n 私是正则曲线. 

18. 证明 J 卩果正則曲面汉与平面 p 只交于一点那么这个平面就是 S 在 
P 点的切平面. 

19. 设 Set 8 是正则曲面， P C R *> 是平面.如果厶的所有点在 P 的同侧， 
证明: p 在 Pn 沒的所有点与汉 相切. 

# 20. 证明: 椭球面 

系« = 1 ‘ 

的中心 (0, 0, 0) 到它切平面的正交投影组成一个正则曲面 如下： 

{(*, y, —{(0, o, 0)}, 

*21. 设是连通正则曲面8上的可微函数.假定对所有 pe 沒有 
df P = o . 证明：/在冴上是常数. 

*22. 证明 :连通 正则曲面汉的所有法线交于一固定直线，那么汉是旋转面. 

23. 证 明:在 5 2- 3的习题16中所定义的映照—炉只有有限多个临 
界点(见习题 13). 

24. (链式法則）证明:如 果也於 —这 3 和也的~»爲是可微映照， Rp €8 lf 
那么 

d (^<=4>) s = d ^^ od 4> p , 

25. 证明:如果正则曲面汉上的两条正则曲线&和 c s 在点 pe «相切， 
4>： s ^ S 是微分同胚，那么公 CG ) 和批是正则曲线且在扒 p ) 祖切. 
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S 6. 证明: 如果 P 是正则曲面汉上一点，总可适当选取坐标(％ yy ) 使5 在 
P 点附近可 表示为 s=/(A ?/) 并且/(0, 0)=0, 九(0, 0)=0, 八 (0, (T 
-0. (这等价于取 S 在 P 点的切平面为叩平面 .） 

27-(接触理论)在 M 中的二张曲面沒和艮写们有公共点 p . 如果在 p 点 
附近 S 和 S 存在具相同定义域的坐标映照 : c ( M , 0及 5( m , «), 使在 p 
点有 * U =* U 7 »„ =元，那么称 S 和没在 P 点有>1阶接触.进一步，如 
果在 P 点有某些二阶偏导数相异,那么接触阶恰恰等于 1. 证明： 

8. 正则曲面在 p 点的切平面 T P iS ) 和该曲面在 p 点有>1阶接触. 
b - 如果平面和曲面 <9在 p 点有>1阶接触，那么这张平面就是 S 在 P 
点的切平面. 

c. 两张正则曲面有 >1 阶接触的充要条件为在 P 点有公共切平面，即 
它们在 P 点相切. 

d . 如果 R a 的两张正则曲面在 pf 有>1阶接触， 又 F : R *— R 8 是 R * 
的微分同胚，那么巧这)和正(幻也是正则曲面,且在 /( p ) 有>1阶 
接触 (B 卩>1阶接触概念在微分同胚下是不变的). 

•. 如果两张曲面在 P 点有>1阶接触，那么1=^) = 0,其中 d 是离 

公共法线 r 处平行于该法线的直线被两曲面截得线段的长度. 

28. a. 定义正则曲 面上可 微菡数 广 5—R 的正则值. 

b . 证明:正则曲面上可微函数正則值的原象是 S 上的正则曲浅. 

§2-5 第一基本形式;面积 

迄今我们已经从对微性的观点看待曲面.本节中我们将开始 
研究曲面上进一步的几何结构.其中最重要的也许是我们现在来 
描述的第一基本形式. 

R 8 〕 汶中的 自然内 积在正则曲面汉的每一切平面 ! ZVfiO 土诱 
导了一种内积，记为〈，>如果 w . eT ^ s )^ 那么 

，等于 和灰 a 看作为 R 8 中向量时的内积.对这个对称双 
线性型 的内积（即关于 和 
灰 3 都是线性的)，对应有一个二次型 R , 它的定义如 
下： 

I/.TfXTF, T7>^|T^| 2 >0. (1) 
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定义 1 在 AOS ) 上由方程 ( 1 ) 所定义的二次型称为正则 
曲面 ScR 3 在的第一基本形式. 

所以，第一基本形式只是曲面 S 如何继承 R 3 的自然内积的表 
达式.几何上看，正象我们过一会将看到的,第一基本形式使我们 
能测量曲面上的一些量（曲线的长度，切向量的夹角，区域的面积） 
而不必回到曲面所在的外围空间 R 3 . 

现在，我们在相关于 P 点附近参数表示 X(u, «) 的基 {X u> 
下，来表示第一基本形式.因为切向量 TFGr / iSf ) 是参数曲线《 
(t)=X (u(t), 的切向貴，(― 8 , 8 ), 严“⑼ V ), 
我们有 

T ,(^( 0 ))^ V ( 0 ),«( 0)> P 

=■=〈 X " M ' + X v v' } X u u' + ^v^'\ 

= <JT", X 0 >,(« , ) a + 2<X„, X v \v； V ' 

+ < X V> X c >,(*0 2 

^E(u , y + 2Fu'v , +Q(v , ) a , 

其中所涉及到的函数都在取值，且 

E ( uq } Vo ) 。〈工心 X ^ 9) 

F ( vi >, ^ o ) = ^«> p , 

(?(« 0 , ^)=<^, X 0 >„ .. 

是第一基本形式在 AOS ) 的基{ 1 „，叉}下的系数.让 p 在对应于 
«) 的坐标邻域中变化,我们得到函 数 E(p， V), F(u } < d ) } Q 
(«,«), 它们在该邻域中是可微的. 

从现在起，当从我们所涉及的那一点的上下文看是显然的时 
候，在内积 C >,上和二次型 Ip 中将省略下标 P . 为了方便，用同 
样的记号 C >表示 R 8 中自然内积，代替以前的点积记号. 

例1过仰= ( a ^ %, 2。)且包含标准正交向量 Wi - (« i , a t , 
«*), & 8 )的平面 PCR 8 的坐标系如下： 

X ( w , v)^<p a + i uWi+vW z , (u, v) ^ R 2 . 

为计算任一点 P 的第一基本形式,我们有因％ 
和％是单位正交向量，函数及 ， A G 是常数并且 
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Fj = 0 ^ 

在这平凡的 情形， 第一基本形式事实上是乎面 P 中的勾股定 
理，即在基下坐标为《, 6的向量 TF 的长度平方等于 
a s + l \ 

例2圆周 ^ + y a -= l 上的正圆柱面有参数表示 *: U -^ R a f 

其中（见图2- 26 ) 

X { u , v ) = ( coau , sinM , v ), 

U = {( u , d ) € R 2 ; 0<«<2 jt , — oo < w < oo }. 

为计算第一基本形式，我们注意到 

工 14 = (― sinM , cosu , 0), X „=(0, 0, 1), 

^7=-am s M + oos a M — l, F^O, (?=-l. 

要指出的是，虽然柱面和平面是不同的曲面,在前二个例子中 
得到相同的结果.以后将回到这个课题(见 §4-2). 

例3考虑方程为 ( cos % am «, 挪)的螈旋线(见§ 1-2 例 1). 
过螈旋线的每点,引直线平行于吵平面交于2轴.由这些直线生 
成的曲面称为正螺面，它有下列的参数 表示： 

X(u, v) ― {vcoau, «sinu, au) t 0<iA<2sr, _oo<«<oo. 

JT 将 m ; 平面中宽 2 a 的开带形，映照到正螺面上对应于沿螈旋线 
旋转 2 m 的部分(图 2-27). 验证正螺面是正则曲面是 直接的 ，留 
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作读者练习. 

在上述参数表示下第一基本形式系数的计算给出 
E(u, v) — v a +a % } F(u, v) Gr(u, v) = 1, 

正象我们前面提及的，第一基本形式 Z 的重要性在于知道了 
I 我们就能处理正则曲面上的度量问题，而不必关心它的外围空 
间 R s . 这样，参数曲线 / Sf 的孤长《是 

s( t) = | | o/(f) | = j" s! I (os’oo) dt, 

特别地，如果《(*)=叉0(«), 落在对应于参数表示 o 
的同一坐标邻域中，我们能计算《在0到 i 间的弧长： ■ 

' s(t) V E{u') a +2Fu% i ^G : (v'y dt. (2) 

而且，在 t - h 相交的二条参数曲线《: I — S , 氏 I — S 的夹角 
没由下式得到 

C mff— ^^ o )/ 

特别地,参数表示岣的坐标曲线的夹角沴是 



由此 得到: 参数表示的坐标曲线正交的充要条件是，对所有 ( M , 0 
有 F ( u , vX 这种参数表示称为正交参数表示. 

注由于方程 (2), 许多数学家所谓的 s 的弧长“元素” cfo , 记 
为 

ds a = Edu a +2F dudv+Gdv a t 

它的意义是如果《(0 «(«(#), v ( t )) 是4上的曲线且 s = s ( i ) 是它 
的孤长,那么 

(KI) a O ( 鲁 M-S)' 

例4球面有参数表示(见 §2-2 例 1) 

^{ 9 , < f >) — (sin 6 oos < j >, smOmup , cosff ), 

我们来计算它在这坐标邻域中某点的第一基本形式.首先，观察 

到 
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[ M ] 


X t {6, (f>) — (poB$ooe<f>, oos0sin^> ; —sin^), 

X„(^, 夺 ）=(—sin 沒 sin 也 sin 0 cos 表 0) • 

所以, 

E (9, ^>)*< X e , X S > = 1,. 

F(ff, <^)=<X S , X,y = 9 } 

GKO , ^> = sm a ^. 

这样，如果『是球面在某点 X(6, 利的切向量，它在相关于参数 
表示妁的基下可表示为 

W^aX»+lX t . 

那么疋的长度平方是 

\W\ a ^I(W)-Ea a + 2Fah+&b a ^a a +l a sm a 9. 

作为应用，我们来决定球面上的曲线,它与上述局部坐标系中 
的经线令一常数交固定角 /S. 这种曲线叫做球面的斜驶线（恒向 
线). 

我们可以假定要求的曲线《0)是时平面中曲线汍 (*), 
m) 在坐标映 照工下 的像.在曲线和经线命一常数相交的点 
我们有 

CW R -< X ^, a， ^>--- 9, , , 

p | X ；| \ a ' Xt )\ ^($ y +{4> r )^9 

因为在基{叫，下向量《'(0有坐标⑺ '， 0'乂向量尤*有坐标 (1, 

0). 由此可.得 

(^"tan^-C^O'sm^-O 
或 - 

由此积分,我们得到斜驶线方程 

log tan - ± ( 多 +0) ctg 月， 

其中积分常数0得由曲线通过的点 Z (知，心)所决定. 

另一个能用第一基本形式处理的度量问題，是计算(或定义） 
正则曲面上有界区域的面积. 曲面奴 的一个开的连通子集如果它 
的边界是圆周在可微同胚下的像，且这个同胚除了有限个点外还 
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是正则的（即它的微分非零)，那么这个子集称为曲面 iS 的一个(主 
则）域.曲面上的区域是域和它的边界之和（图2- 28). 汉的一个 
区域,如果它包含在 R 3 的某个球体内则称为有界的. 



我们来考虑包含在参数表示 UdR »-^8 的坐标邻域 X ( C /) 
中的有界区域足换言之, B 是有界区域 QcU 在 X 下的像. 

定义在?7中的函数度量了由向量组成 
的平行四边形的面积.我们首先说明积分 


| \X u /\X v \&a&o 


不依赖于参数表示 

事实上，设玉: UCH ^ S 是另一个参数表示，满足 Rcl ( U ), 
置设 0 (% v)/8{u, i) 是参数变换 A = 的 

Jacobi 行列式.那么 

|||X s A^v|*l^ = |j |X W AX P | I - ^ 卜 ^ 


= |J|X„AX 0 |dud?;, 


其中,最后一个等式是根据多重积分的变量变换定理 （ 见 Buck , 
Advanced Calculus , p . 804), 因此就证明了不依赖于参数选取的 
断言,从而我们有下列定义. 


定义2设正则曲面沒中的有界区域 BC / S 落在参数表示 


UcR ^ S 的坐标邻域中，正数 
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t ® S ] 


Q ^ X ~ KR ), 

Q 

称为 丑 的 面枳. 

对这样一种定义的几何合理性,有好几种说法，其中之一将在 
§2-8中给出. 

容易看出 

! x b ax (! | 2 +< x 0j x v y a ^\ x u \ a .\ x v \^ 

这说明 4( i ?〕 的被积函数能写成 

\ x ^ x v \^> ym - F a . 

我们还要指出，在大多数例子中，区域 b 包含在同一坐标邻 
域中的限制并不很强，因为在整个曲面上除去某些曲线外存在一 
些覆盖曲面的坐标邻域，而曲线对面积又无影响. 

例5我们来计算 §2-2 例6中环面的面积.为此我们考虑 
对应于参数表示 

X ( w , v ) = {( a + rooau )) ooav , (a + roosM ) sm «, rsinw ), 

0< m <2 jt , 0< 幻 <2 tt , 

的坐标邻域，除了一条经线和一条纬线它覆盖整个环面.第一基 
本形式的系数是 

E = r a , F = G— (rcosM+as) a , 

所以 - JEQ - F 3 - r ( roos «+«). 

现在，考虑区域托，它是区域 Q •(图 2-29) 在 Z 下的像，而 (a 
是小的正数） 

Q* = { (% «) GR a ; 0+8<M<2i7r — 8, 0 +s<d<2jt —s}. 

利用定义 2, 我们得到 


A〔B e ) =|| r(rooBu+a)dudv 

Q > 

rflw-e 

« (r a o 08 u~hra)du du 
*=r 2 (2?r—2s) (sin(2jr*-g) — sin a) 


+ ra (2 jr —2 a ) fl . 
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上式中令8—0,我们得到 

A(T) =lim J (jB,) = 45r*ra. 

这和按初等方法，如利用笨于旋转面面积的 Pappus 定理计算的 
结果是一样的(见习题 11). 


习 麵 

1. 计_算下列参数曲面在其正则处的第一基'本形式’ 

a . 叉 （ m , «) = ( asin « cosv ) banumiv , ccosw ), 椭球面. 

b . X { u , v ) = ( mcmv , Smeud , « s ), 椭圆抛物面. 
e . X { u , v ')^{ aueoshv , bamnhv , m 2 )， 双曲抛 物面. 

d . X(u, v') = {aeanhueoBv, bsinhwsin ®, <f cpdiw ); 双叶双曲面. 

2_ 设 X ( m , «) = ( sin (9 cos 0, 8^3 08；11少,0»(9)是单位球面炉的局部坐标映 
照.设 P 是平面 s =« ctg a , 0<^<%而0是曲线 i > n 沪与半经线伞= 
和所夹的锐角，计算 cos /3. 

3. 计算在球极投影的参数表示下球面的第一基本形式（参见§ 2-2 习题 
16). 

4. 给定参数曲面 

- S ( m , v)=-(ucobv, «sin Vj logoos ^+ u ), - * < v <-^, 

证 明:二 条曲线 *(« s , v ) 在所有曲线 *(«, 常数)上确定了长度 
相等的线段. 

6. 证明:在曲面 *«/(», y ) 的有界区域 B 的面积4是 
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其中 <3是五在叩平面上的垂直投影. 

6. 证明 

X(u, v) = (wsinacos v, « sin a sin v, «cosa) 

0<tt<oo, 0<V<2iJC, 0£ = 常数， 

是顶角为 2a 的锥面的参数表示，且在对应的坐标邻域中，征明曲线 
X{c exp(v sina ctg^), v) } (7= 常数，常数， 

和锥面的母线 (〃= 常数)交常角 0. 

7. 曲面在参数表示 v) 下的坐标曲线所组成的任意四边形如果对边相 
等 ，则称为 Teciwbyslief 网. 说明: Techebyshef 网的充要条件是 

dE __dG _ n 

-^ r = - air =0 - 

•8. 证明 :只要 坐标曲线构成 Techebyshef 网(见上 题〉， 就能对坐标邻域选 
取新的参数表示，使对应的第一基本形式的系数是 
E=l, F=cos9, G=l, 

其中0是坐标曲线的夹角. 

•9. 证明:旋转面上总能取到参数表示使 

E=E{y) } F=0, 

10 .设 P = 約⑽ 3 ;名 =0} 是邛平面且设叫是 P 的参数表 


示 


X(p f 6)^(^cosd, psin 9), 


卩 = {( p , 0)€R 3 ;p>O, 0<^<2 沉 }. 

计箅在这种参数表示下 P 的第一基本形式的系数. 

11 •设 S 是旋转面， C 是它的母线（见§ 2-S 例 4). 设 S 是 C? 的弧长，〆 S ) 
为 C 上对应<9的点到旋转轴的 距离. 
a. (Pappus 定理)证明:沒的面积是 


2«^ p ( s ) da , 


其中！是 C 的长度. 

b. 应用 a 的结果计箅旋转环面的 面积. 

12. 证明: 曲线 a 的半径为 r 的正则管道(参见§ 24习题 10) 的面 积是加 


倍 a 的长度. 

13. (螺旋面）既作为旋转面又作为螺旋面自然推广的广义螺旋面可如下得 
出.设 G 是正則平面曲线，' 它与该平面中的轴瓦不相交/ C '^ E 作螺旋 
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运动，即 (7 的每一点在运动下形成以£为轴的螺旋线(或圆周 )， 那么由 
此形成的集合》称为以 E 为轴以 C 为母线的螺旋面.如果涊旋运动纯 
粹是围绕 s 的旋转，是旋 转面; 如果 c 是正交于 s 的直线，汉是正螺 
面(一部分 )( 见例 3). 

设 2 为旋转抽， C 在妒平面中，证 明： 

a - 如果 (/ OO , SOO ) 为 C 以弧长为参数的参数表示， a < s < fe ,/( s )>0, 
那么 X U — S 1 S 的参数表示，其中 

U = {Qs, «)g K a ； o<s<6, 0 <m<2jt}, 
u) = (/( s )cos«, /0) S in〜 g ^+ Gu ), 常数. 

证明:汐是正則曲面. 

b - 上述参数表示的坐标曲线是正交的（即卩= 0)充要条件是 X (7) 或者 
是旋转面或者是正螺面(一部分). 

14 •(曲面上的梯度）可撖函数/: S— R 的梯度是一个可撖映照 grad /:沒— 
它将每一点 pe 占对应一个向量 grad/(p)6 T r dS ) cz ^, 使对所有 
v ^ T ^ S ), 

<grad/(p), v) f =^df f (v), 

证明： 

a. 如果尽巧 是某参数表承 X: VcR 3 —S 下的第一基本形式的 
系数,那么在 X(!7) 中 grad/ 是 


grad/= 


fuG - j v F 

EG-F 2 


X u + 


■LE—f u b 、 

EG ~ b ^ 


足， 


特别地，如果用通常的 y 坐标， 
grad/=/,e 1 +/ 1 ^， 

其中{外，办}是 R 3 的规范基（因此，它和平面中通常的梯度定义是一 
致的). 

b. 如果设 pes 为固定一点而1；在 T/S 1 ) 中的单位圆周|»|=1上变 
化，那么 df p ( v ) 是最大的充要条件是«= grad//)grad/ 1 (这样， 
grad/ 给出了 /在 p 点的最大变化方向). 

c. 如果在等值线 <7={9>€的/^)=常数}上的所有点8以<1/妾0,那么 
<7是《上的正则曲线且 grad/ 是 C7 在所有点的法向. 

15 (正交曲线族） 

a. 设 E 、 F 、(} 是正则曲面 S 上某参数表示 s: 下的第一基本 

形式的 系数. 设扒七 《)= 常数和 》 Km , 0=常数是 X(tOc 汉上的 
二族正则曲线(见§ 24习题 28) 证明： 这两族曲线正交(即不同族的 
曲线只要相交,它们的切线就正交)的充要 条件是 




S 2- C 曲面 的定昀 


別 (p 本、 + 沒九队 o . 
b. 利用上结果证明例 3 中正螺面坐标邻域 X ( tO 中的两族曲线 
vcosw = 常数, v ^=0, 

(沪+々）8111 3 1«= 常数， vi =0 } ui=n 

是正交的. 

§ 2-6 曲面的定向 ㈤ 

本节中我们将讨论在何种意义下和什么情况下曲面可定向. 
直观上，正则曲面 s 的每一点 p 有一张切平面 r,(sf), 它的一个 
定向的选取诱导了 点邻域中的一个定向，即沿着这邻域中每一 
点的充分小闭曲线正向运动的概念(图 2-30), 如对每点能做 
这种选取,使在任何两个相交邻域的交集中所取的定向是一致的， 
那么 S 称为可定向的，如果不能做到这样，汉就叫做不可定向的. 



图 2 so 

现在我们将这个想法精 确化. 对正则曲面汉上—点的某邻 
域固定一个参数表示叉(《, «0,我们就确定了切平面％05)的一个 
定向，即 相关于 有序基 的定 向. 如果 P 属于另一个参数 
表示叉(卩， ❼的坐 标邻域，新的基丨叉^叉心可用老的基表示为 

~[注]在初次阅读时本节可 略去, 
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^ -^7- d^Ui I xr 3 v ^ xr~ , TT 0 V 

Zs=xu ^ + A$’ J ' v=xv -^ +x ^' 

其中 v ^ v ( u , 5) 是坐标变换的表示式.所以基 { JTu , 
U , 和 { l , U 定义％⑹相同定向的充要条件是坐标变换 
的 Jacobi 行列式 

d ( u , v ) 

d(Ji, «) 

是正的. 

定义1如果正则曲面汉能被一族坐标邻域所覆盖，使得若 
p € 8 属于族中二个邻域，那么坐标变换 Jaoobi 行列式在 p 点是正 
的，则汉称作是可定向的.这样一族坐标邻域的选取称为 S 的一 
个定向，在这种意义下称 S 为定向曲面.如果这样的选择不可能， 
曲面称为是不可定向的. 

例1由可微函数的图所定义的曲面（见 §2-2 命题 1) 是 一 
个可定向曲面.事实上，能被一个坐标邻域所覆盖的所有曲面是 
平凡可定向的. 

例 2 球面是一个可定向曲面.我们不用直接计算，而采取 
一般地讨论.球面能被坐标分别为 (《, «) 和 d i ) 的二个坐标邻 
域所覆盖(利用球极投影，见 §2-2 习题 16), 使得这二个坐标邻 
域的交 集研是 连通集(球面减去二点).对 F ■的任一点於如果 
在 P 点坐标变换的 Jacobi 行列式是负的，我们在第一个坐标系中 
交换《和％那么 Ja < jobi 行列式变成正的.因在 TF 中 Jacobi 行 
列式不为0,且在 P 点为正，从疋的连通性得到 Jacobi 行列式处 
处为正，所以，存在一族满足定义1的坐标邻域，从而球面是可定 
向的. 

根据前面的讨 论易饥 能被二个坐标邻域覆盖且它们的交集 
连通的正则曲面是可定向的. 

在给出不可定向曲面例子之前，我们来给出 R 9 中正则曲面定 
向性概念的几何解释. 

在§ 2 -4中我们已经看到，在 p 点给出一个坐标系 XC «, 

按下列规则 
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= Tx u ul \xl\ (1) 

我们确定了 p 点单位法向量取了 p 点的另一个局部坐标系 
我们看到 

r 3 AX P -(X u AX u )|g^-, (2) 

其中 v )/ dCu , 幻是坐标变换的 Jacobi 行列式.所以，#是 
保持它的符号还是改变它的符号,这分别取决于 v )/ d { u , 
是正还是负. 


所谓开集 Uc 汶上的可微单位法向量场，是指可微映照 
->R 3 , 它将每点对应于厶在 g 点的单位法向量 N ( q ) en a . 

命题1正则曲面汉 CR 3 为可定向的充要条件是在; S 上存 
在可微单位法向量场 ^R 8 . 


证明 如果 S 是可定向的,就能以一族坐标邻域菝盖它，使族 
中任意两个坐标邻域交集中坐标变换的 Jacobi 行列式是正的.在 
每个邻域中的点 P = 奴,似)处,用 (1) 定义 AT(2>)=Ar( M , 扣).当 p 
属于坐标分别为 (M, (5, 5) 的二个坐标邻域时，根据方程 (2) 

法向量及㈠， W 和 W 是一致的，所以汉(: P) 是有意义的.而 
且,根据方程 (1), 妒中 N \ u , 幻的坐标是 (M, V)的可微函数，这 
样,映照 iv: 8 ^ R 3 是可微的，这正是所要求的. 


另一方面，设況:沒—把是可微单位法向量场，考虑一族覆盖 
汉的连通坐标邻域，对每个坐标邻域107)， Uc 鲈的点 P = 
根据见的连续性,可能做到(如果必要交换《和0 


^ ip ) 


X ^ u f \ X ^„ 


事实上，内积 


TCW >=/^> 


土 1 


是 <[/) 上的连续函数.因 cc(l7) 是连通的，/的符号是常数.如 
果/=_1,在参数表示中交换4 ^的次序，因此证实了前面的断 
言， 
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以这种方式来处置所有的坐标邻域,在任意二个相交邻域，如 
^( u , w) 和 5) 的交集中， Jacobi 行列式 
d ( u , v ) 

dm) 

当然是 正的; 否则，就会有 

長衝，—截 tr - 观 

这是矛盾的.因此给定的坐标邻域族，在 M , U 次序适当交换后满 
足定义1的条件，所以，<5是可定向的.证毕. 

注如证明所示，为了5是可定向的，我们只要求 S 上连续 
单位向量场的存在性.这种向量场就自然是可微的. 

例 3 我们现在来播述不可定向曲面的例子，即所谓的 M 6- 
bius 带.它可用如下的方式 得到： 考虑方程为 ® 2 +#=4 的圆周5 1 
和在沪平面上 y = 2 , |2|<1的开线段止8(图 2 _ 3 1),将中点 
C 7 沿； S 1 移动，同时围着在02平面中转动，当0沿圆周转 

过角度《时,25围绕0转了 | 角度.当 C 围绕圆周移动一周 

时，转到原来位置,但端点相反.从可微性观点看，这像将矩形 
的(垂直)对边重合起来，使边上每一点重合于它的对称点（图 
2-81), 从而给出矩形的一个扭曲. 
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几何上,显然 MSbkis 带 M 是正则不可定向曲面.事实上，如 
果 M 是可定向的，那么存在一个可微单位法向量场汉： 

沿圆周 ® a +2/ 3 = 4 取这些向量，我们看到汉环绕一周回到原处时 
变为一況,这是矛盾的. 

现在，我们给上述事实一个解析的证明. 

Mobius 带的一个坐标系 U—M 为 

X(u, v) = ((2—usin 晉 ) sirm, (2-v sin |) oobm, vcos |)， 

其中0<«< 2 兀， -1<«<1. 对应的坐标邻域少掉了开区间《=0 
的点.然后把《的原点取在 ® 轴上,我们得到另一个参数表示X 
(u, 石)如下： 

a： = |2-« sin (署+音 )}cosi 

«/= -|2-®sin ("f + -f')} sin ^ 

2=»00S + 

它的坐标邻域是去掉区间这二个坐标邻域覆盖了 Mobius 

带,从而可用来说明 Mobius 带是正则曲面. 

我们看到该两坐标邻域的交不是连通的，但由两个连通分支 
Wi^^x(u, v )： -|-<M<2jr I ， 

PF a = I a: v )； 0<?/< 晉 } 

昕组成. 

坐标变换是 

1 在％ 中， 
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由此可得 

H 1>0 , 在， 141 

和 

Z ： ：) = 丄， 在 ％中. 


为说明 Mobius 带是不可定向的，我们假定有一个可微单位 
法向量场尾 I —，.对 X ( w , W 坐标邻域中的任何点 P 我们总可 
假定 


N(P) 


X U AX V 


如有必要可 交换化 次序.类似地，在刃坐标邻域所有点 
可假定 


N ( p )- 


-2"s A -X"ij 


但是在或中，坐标变换 Jacobi 行列式必须是 一1( 这依 
赖于须作5这类变换的哪个)，如果沪是交集这个分支 
中的一点，那么1(5>) = -1(汍这是矛盾的. 

我们已经看到，由一个可微函数的图所定义的曲面是可定向 
的.现在我们还会看到，由一个可微函数正则值的原象定义的曲 


面也是可定向的.这就是难以构造 R 3 中不可定向正则曲面的原 
因之一. 

命题2如果正则曲面的定义为汉={0, % z ) e ^ } f (< 0 , y , 
z ) =«>, 其中是可微的，《是/的正则值，那么汉是 
可定向的. 


证明给定一点(以2/ 0 ,卽）=?)6占，考 虑占上 f = # 0 时通过 
p 点的参数曲线 b ⑷， y ( t ), 40), 因曲线在 / S 上，对所有 

tel 我们有 


f«t), y(f), <0)= a 

关于#微分上式两边,我们看到在 i = t 0 处有 


以礙侧⑶，⑽( I )， 

这说明曲线在 f = ~ 处切向量正交于在2> 点的向量 (/«, /,, / s ) .因 
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曲线和点是任意的，因此 

- 7 - , ) 

^ fl+fl+fi' 

是 s 上可微单位法向量场.利用命题 i , 这意味着 S 是可定向的. 
证毕. 

最后的附注，定向性绝不是正则曲面的局部性质.局部地，每 
个正则曲面微分同胚于平面中的开集，所以是可定向的.定向性 
是整体的性质，它涉及到整个曲面.在本书后面 (第五 章)将讨论 
更多的整体性质. 


习 题 

1. 设 s 是被二个坐标邻域覆盖的疋则曲面.假定 T ^ nr a 有两个 

连通分支 Th ，' PFs , 且坐标变换的 Jacobi 行列式在1^中为正在 TF S 中为 
负.证明:汶是不可定向的. ' 

2 . 设的 是可定向的正则曲面 R 办是可微映照，它在毎点 P 6 执是 
局部微分同胚.证 明:& 是可定向的. 

3. 能否给出 Mobiua 带面积概念的意义/如果能做到这点，建立计算它的积 

分. 

4. 设汉是一个可定向曲面， { f /„} 和 { V e } 是覆盖 S 的两个坐标邻域族(即， 
VJff a = S = UF e ) 且满足定义1的条件(即在每一族中，坐标变换有正的 
Jacobi 行列式).如果这两族覆盖的并构成的覆盖仍然满足定义1的条 
件,我们说 {1} 和 {6} 定义了汉 相同的定向. 

证明: 正则、连通、可定向曲面只能有两个不同的定向. 

5. 设私 A 是微分同胚. 

a. 证明& 是可定向的充要条件为是可定向的（从而微分同胚保持可 
定向性). 

b . 设说和 A 是可定向曲面且取了定向.证明微分同胚中诱导了的的 
—个定向.利用球面的对径映照(见§ 2-3 习题 1) 来说明这个定向可 
能不同于原来的定向(见习题 4) (这样,定向本身可以不被微分同胚所 
保持，但是注意，如果 A 和 &是连 通的，则微分同胚或者保持定向， 
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或者变换定向). 

6. 定又正则曲线 CcR * 定向的概念,且证明:妇果 C 是连通的，在习题 4 的 
意又下至多存在二个不同的定向 (事 实上，恰恰存在二个定向，但这更难 
证明）. 

7. 证明:如果一个正则曲面含有微分同胚于 Msbiua 带的开集，那么 S 是不 
可定向的. 

§2-7 紧致定向曲面的一个特征 


§2-6 命题2的逆命题是成立的，即在 R 3 中的一个定向曲面 
是某可微函数正则值的原象，它的证明不是平凡的.即使对紧致 
曲面(在这节给以定义）的特殊情形，证明仍是有启发性的,且提供 
了微分几何中整体性定理的一个有趣例子.这一节将完全致力于 
这个逆命题的证明. 

设汉 crR 8 是可定向曲面.证明的要害点在于说明在通过 pG 
8 的法线上，在 p 周围能选取长度为 2 s , 的开区间1,( 8 ，随 p 而 
变)，使当这样，并集 UA , 构成印 
的开集 F , 它包含沒且有性质，通过 F 的每一点， 只有一条 S 的 
法线 通过; F 称为 S 的管状邻域(图 2-32). 



图》-»2管状邻城 


暂且假定可定向曲面 S 的管状邻域 F 是存在的.那么我们 
能定义函数灸 F — JS 如下： 固定; S 的一个定向.观察到管状邻域 
r 的任二个线段八和 j s , i )#? 不相交.这样，通过每点 Per , 
存在汉唯一的法线与汉交于一点典定义 g (. P ) 是到 P 的距离， 
它的符号由 i > 点单位法方向的方向所决定.如果我们能证明没是 

""" [注]这节在第一次阅读时可略去. 
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坷微函数，0是 p 的正则值，我们将有8=疒1(0),这就是所要证 
明的. 

我们现在来开始证明可定向曲面的管状邻域的存在性.首先 
证明这个事实的局部形式，即我们将证明对正则曲面的每一点 P, 
存在一个 P 的邻域,它有管状邻域. 

命题1设6是正则曲面, U -^ S 是某点 P =X («o, O e 汉 
附近的参数表示.那么存在 p 在 S 中的一个邻域和数 
8>0,使通过点以2为中心长度为2 8 的法线不相交（即，酽 
有管状邻域). 

证明考虑映照兄 ?JxR—R 3 , 它的定义如下 
F(u, v-,t)=X(u, v)+tN(u r v), (u, v)&U, R, 
其中及 (《, v)<N ； N v , A) 是在 

0 = 00, «), p(u, v), z(u } v)) 

的单位法向量.几何上, F 将“柱体” £/xR 的 (X 外 i) 点映 到汉的 
法线上距离 X(«, «)为*的点.夕显然是可微的，它在#=0的 
Jacobi 行列式为 

Bx 8y 
du &u 
8x 8y 
&v dv 
N. N v 

根据反函数定理，在? 7xR 中存在一个平行六面体，例如《0—8< 
u<Mo + Sj — 8-<i-<8, 在它上面及是 1—1 的.但 

是这意味着在矩形 

v u 0 —8<.u<.ito+d, Vo 一 8<v<v 0 +d 

于 F 下的像 TF 中，以？ GF 为中心长度 <2s 的法线段不相交.证 
毕， 

在此,观察到下列事实就较方便.假定管状邻域 F 存在，则 
上面定义的函数仍 P—R 是可微的，且以0作为正则值.这些事 
实是局部的结系且能被立即证明. 


|X„AX ， 1^0. 
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命题2假定可定向曲面; Sc ; R 3 的管状邻域 rcR 8 是存在 
的，且选取汉的一个定向.那么如上所定义的函数仍是可 
微的且以零作为正则值，其中 p 定义为从 r 的一点沿过这点唯一 
的汉的 法线到 s 的有向距离. 

证明我们再来看命题1所定义的映照巧 UxRoR 3 , 其中 
我们假定参数表示 X 与给定的定向相容.以6 % 3表示 P ( W , % 
t )= X ( u , v ) + tN ( u ， W 的坐标，能记 

F(u, v } i) = (x(u, v, i), yiu, v, t), 2(u, v, t)). 

因为 Jacobi 行列式 d(x, y, v, f) 在 i = 0 非零，我们能在 

某平行六面体 Q : 

uq 一 + — 一 8 

中取 F 的逆，得到可微映照 

F-\x ， y, 2) = «®^ y, z), v(x, y, s), t(x, y, z)), 

其中 0, 沁 2) GF ( Q )= F . 但命题 2 中的函数仍恰是 
t { x } V , z ). 因而，没是可微的，进而，0是 fir 的正则值，否则对 h 
0的点 


dcodyd% 

所以，微分映照 dP — 1 在《 = 0是奇异的，这是不可 能的. 证毕 • 
为了从局部定理过渡到整体定理，即为了证明整个可定向曲 
面管状邻域的脊在性，我们需要一些拓扑上的 讨论. 我们将限制 
于紧致曲面,对此现在 来加以 定义. 

设 A 是 R 3 的 子集. 我们说 i > GR 3 是2的极限点，如果 P 在 
R 8 中的每一邻域包含一个不同于史的点.如果集合4包含它所 
有的极限点则豈称为闭集.如果集合2包含在 R 3 的某个球中则 
称为有界的.如果 A 是有界闭集，则它被称为紧致集. 

球面和环面是紧致曲面.旋转抛物面 is - d + M ， （％ 2/〕€印 
是闭曲面但是是无界的，它不是紧致曲面.平面中的圆盘 
<1和 Mobius 带是有界的但不是闭的，因而也是非紧 致的. 

我们将需要 R s 中紧致子集的一些性质，现在来叙述一下 • R3 
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中二点趵 ff€R 3 间的距离记为 d{p, q), 

性质 l(Bolzano-Weiergfcrass) 设 AczK 8 是紧致集,那么, 4 
的无限子集至少有4中的一个极限点. 

性质 aCHeine-Borel) 设 AczR 3 是紧致集,且 {[/„} 是益的 
一族开集使得14^0=-為那么能从中取出有限个 …凡 
使 \JU U =A, * = 1, •••, 

性质 3(Leb eS gu e ) 设 AczR^ 是紧致集,且 {[/J 是 4 的一族 
开集使得那么存在一个数 S>0( 开集族 {R} 的 Lebes- 
gue 数)，使对任何 j), geA, 只要 d(j5, q、<8, 那么穸和属于 
某个 

性质1和性质2通常在髙等分析教程中证明.为完整起见， 
我们现在来证明性质 3. 本书后面(第五章附录)我们将以更系统 
的方法处理 R” 中的紧致集且给出性质1和2的证明. 


性质3的证明假定没有满足所述条件的 S>0; 即给定 
1 n 
存在和 5 V, d(p, t Sn )< 但抖和办不属于 {J7 a } 族中同一个 

开集.令《-1, 2,…，我们得到二个无限点集{典}和{各}.据性 

质1,它们分别有极限点 y 和 2. 因为 d(p n) Sn )<^ 我们可以取 

到极限点沪 ■=?. 因 U»C7 B , 所以》属于某个仏，且因17•是 
开集,存在以 P 为中心的开球 B.(p)cU a> 又因为是{%}和{办} 
W 极限点，当《充分大时点办和 gv 落在 B.(p)czU a 中;，即 •办和 
办属于同一个得到矛盾.证毕. 

用性质2和3,我们现在来证明可定向紧致曲面管状邻域的 
存在性. 


命题 3 设汉 CR 8 是正则、紧致、可定向的 曲面， 那么存在一 
个数«>0使对汉中任何二点久心分别以它们为中心、长为 2a 的 
法线段不相交（即这有管状邻域). 

证明根据命題1,对每个少€足存在邻域％和数«,>0, 
使命题对中的点及 8 - s, 成立.让3> 在 S 上变化，我们得到一 
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m { w t y f yw r ^ s . 根据紧致性(性质 2 ), 能取有限个 

•, %(对应于 Sl ，…， 办)使 { jW ^ 8 , i = l , k . 我们将说明 
所要求的 s 为 


S <min ( 〜 … ， 8», 

其中 S 是开集族{硏<}的 Lebesgue 数(性质 3). 

事实上，设二点乳如果它们都属于某个 TFi , i -1, 

灸，那么以 P 和？ 为中心，长为 2 a 的法线段不相交，因8< 8 *.如 
果2不属于同一个那么£*(趴 q )> 8 , 若以 i > 和 g 为中心， 
长为 2 s 的两法线段在0 G R 8 点相交,我们有 

2 a > d ( p , &)+ d ( 9 , q )> d ( p , q )> 8 , 

这与《的定义相矛盾.证毕. 

将命题1, 2和3合起来我们得到下列定理，它是这一节的主 
要结果. : 

定理设 S ^ cR 11 是正则紧致可定向的曲面.那么存在开集 
FcR 3 , r 〕 汶(精确讲是汉的管状邻域)和一'个可微函数仍 F -^ R , 
它以0为正则值且^^广⑼， 

注1对可定向曲面，即使它不是紧致的也能证明它管状邻 
域的存在性，所以定理没有紧致性限制时也成立但证明的技术性 
更强.在这一般情况, 8(妁 >0不象在紧致情形是常数,而随 p 而 
变化. 

注2可以证明 R 3 中的正则紧致曲面是可定向的，所以，在 
定理中（紧致情况)可定向性假设不是必要的.这个事实的证明在 
下列参考资料中能 找到： E ：. Samelson “OrientaMity of Hypei - 
surfaces in R ”” Proc . A . M . S . 22(1969), 301 〜 302. 

§2-8 面积的几何定义 I ： 阳 

在这一节中，我们将对§ 2-6 中给出的面积定义，说明它在几 


[注]这一节在第一次阅*时可 略去， 
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何上的合理性.更仔细地说，我们将给出面积的几何定义,并且证 
明在正则曲面中有界区域的情况，这样的定义将导致在 §2-5 中 
给出 的面积公式. 

为了定义区域 BeS 的面积，我们先将 B 分割为有限个区域 
Ri , 使宄 一 UAo 其中任二个邳的交或者是空集或者由双方的边 
界点所组成(图 2-33), 记这样分割为分.風的直径是及中任何二 
点距离〔按 R 3 ) 的上确界.给定分割妒的所 有禺直 径的最大值， 
称为分割少的楔从.如果我们将每个戽再行分割，我们得到丑 
的第二次分割，它称为淨的细分. 


给定丑的一个分割 

我们任取一些点且将戽按私 在菸点 p 法向投影到外_点 
的切平面,这个投影记为戽,它的面积记为 A ( Rd . 和式:2(風） 

,直观上可理解为 B 面积的近似值. 

如果,取越来越细的 &割朽 ，外，…， A …，使呎的模 A 
收敛于零，而和式 f 2(5,) 存在一个极限，这个极限又不依赖于 

分割的选取.那么我们说 B 有面积 i(l ^， 它为 

i 

这个定义的启发性讨论可 在下列 E . Oourant 的书中找到： 
Differential and Integral OalcultuJ , Yol . II ^ Wiley - Interscience , 
New York , 1936, p . 311. 
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我们将证明，正则曲面的有界区域的确有面积.我们将限宁 
讨论包含在同一坐标邻域中的有界区域，并且求得用对应坐标系 
的第一基本形式系数表示的面积公式. 

命睡 设是正则曲面汉中的坐标系， 且设丑 一 
Z ( Q ) 是含在中的汉的有界区域.那么丑的面积是 

\X u KX v \dudv. 

Q 

证明考虑 i 2 的一个分割因丑是有界闭集(所以 
是紧集)，我们能假定分割是足够的细，以致及中任何二条法线不 
正交.事实上，法线在 iS 中连续变化，那么对每点存在 P 
在汉的邻域，使其中任何二条法线不正交.这些邻域组成覆盖 B 
的一族开集,考虑^的一个分割，使它的模小于这开覆盖的 Leb eS - 
gue 数(见§ 2 -7,紧致集的性质3乂这分割就满足所要条件. 

取定分割的一个区域及及一点弘€邳=1(00.我们想计算 
及在奶点切平面法向投影瓦的面积.为此,考虑 R s 的新坐标系 
它由0 ay 2 经平移灼及使 S ! 轴转到 Pi 点法线的旋转而得, 
且二个坐标系有相同定向（图 2-34). 在 R 3 的新坐标系下，参数 
表示为 


X{u, v) = (x(u, v). 



其中 4 的明显形式并不 
要紧，只要知道它是 X (4 0 
经¥较及正交线性映照后得到 
的就足够了. • 

我们看到在弘中 0(5, 9 
陶，幻抑 ,否则戽中某些 
法向量的5分量是零，从而及 
中有二条正交法线，与我们假 
定矛盾. 

2( 尾)的表达式为 
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A ( Ri ) =| Jd 5 d ^, 


因 0,(5, y )/ d { u , v )— 0,我们能考虑坐标变换 5=5( m , 0, ^ 
~ y {% v ), 将上式改写为 


ACR ,) 


y ) 

S { u , v ) 




注意到在 抑点向量又和 属于4平面;所以在约点 


所以，在仍点 


c >&, y ) 

d ( u , v ) 


去 A 


ax 


八 II . 


因此， 


I-IK 卜办 ， )“《, ㈣ ‘， 


diu , 


其中 W 是仏 上连续函数且〜江- 1 (乃 )）=0, 因向量的长度 
在平移和正交线性变换下不变,我们得到 

際 A 警 | = | 昝 #|-| 齡卜 (—. 

现在设 Mi 和 m < 是连续函数 s <(«, 0在紧致 区域仏 中的最 
大值和最小值;因此 




d ( x , y )\ ' dX , dX \ 






所以 


dudv < s A(R i ) —|J|^^ A^-| duAv<,Mi ^ekidv. 


对所有邳做同样的估计,我们得到 

S.m^CQO <2‘ 2 ( 瓦 ) —J] | 叫 /\ %| 而 cfoiM. 说 ) . 

e 1 

现在对给定的分割不断细分,使模 ^->0, 那么所以, 
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存在极限它为 

綱 = JII 荖八 III— ”， 

0 

它显然不依赖于分割的选取及母个分割中奶的选取证毕. 
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附录连续性和可微性简述 


R" 用来表示》个有序实数组(吻，…，％)的集合，尽管我们只 
用到阳=校， R 3 的情形，但更一般的 R* 的概念既统一了定义 
而且在引进时又没有更多的困难；如果读者愿意，可以想象为 
或 R s . 在那些特殊情况，我们将用下列更为传统的 记号: 对 R 用 
® 或 t 对酽用0, y) 或 (w, v), 对 R 8 则用 y, «). 

A. R” 中的连续性 

首先，我们来明确一个点 s - 邻近于给定点的概念 • 

R* 中以仰一…， ®2) 为中心，«>0为半径的球(或开球） 
是集合 

B 8 (po) = {(®i, a>n)€R" ； ( 巧 -0*+ — + 0”-0*<8 3 }. 

这样，在 R 中,凡 (po) 是以 po 为中心，长为 2e 的开 区间; 在 R 2 中 
■B s (Po) 是以仰为中心《为半径的圆盘的内部;在 R 8 中， S •(仰 ) 是用 
以 P。 为中心 s 为半径的球面作为边界的区域的内部(见图 A2-]). 

如果对集合 VcR" 中的每一点 p, 存在一个球 5»(p)c:I7 ; 那 
么集合 U 称为 开集; 直观上，这意味着17中的点完全被 P 的点所 
包围，或者充分接近于 CT 中点的点仍然落在 汀中. 

例如，集合 

{(*, y ) a<x<b, c<y<d} 

容易看出是 R 2 中的 开集. 但是，如果其中的一个严格不等式，如 
改为 x < b ， 集合就不再是开的了.没有一个以点 D 
为中心的球还落在集合中，而0, D 这点是属于该集合的(图 
A 2-2). 

为了方便，把中舍占 的开集说 成是 P 的邻域. 

从现在起，用 t/cm 表示 R” 中的开集 ； 



图 A 2-2 


我们回忆一下，对单个实变量的实函数 /: C 7 c ： R — R , 如果对 
任何 a >0, 存在8>0,使|*一2!。|<3时有 
|/(«) -/(®o) I <8, 

那么称/在* 0 点是连续的.类似地 ，二 个实变量的实函数 
R a - 称为在(办， 2 A 0 GJ 7 是连续的，如果对给定的8>0,存在 S 
>0,使当 (®— 

1/(®, y ) — f ( po , 2 / o ) l <«. 
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球的概念将上述定义统一为下列一般定义的 特例： 

对映照如果对给定的 a >0, 存在 S >0, 使 
F ( B i ( p )) c ： B .( F < ip )), 

那么称 F 在点 p € U 是连缕的.换言之，如果任意接近于及0)的 
点是充分接近于2>的点的像，则丨在2>是连续的.容易看到，在 
ro = l , 2和 m = l 的特殊情况，这和前面的定义是一致的.如果及 
在所有点 peU 是连续的，则称 F 是在 J 7 中连续的（图 A 2-8). 



围 A2-S 


给定一个映照尽 UczR n -* n m ) 我们可以按如下方式确定 n 个 
变量的 m 个函数 .. 设? >=(* 1 , …， ® n ) £ TJ , f ( p ) ~ ( j / i , i / vd . 
那么，我们能记 

…， ®») ，…， * n ). 

函数九 i = l , m 是的分量函数. 

例 1( 对称）设尾 R 3 -> R 3 是 映照/ 它将每点 R 8 对应到 
它关于原点 OGR 8 的对称点，那么 F ( P )= =— P , 或 
F \ fl , V , z ) =* ( — x , — y , — z ), 

F 的分量函数是 
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ft(x r y, z) = -^ f z {x, y, z) - -y, / 8 (®, y , e ) - 

例 2( 反演）设巧 R s —{(0, 0)}-^ R s 定义如下，记 I 为点 
y € R s 到原点 (0, 0)=0 的距离，按 定义， （ p ), : p —0 属于半直线 
Op 且|及(2>)卜 .| p | =1. 这样^(:?)=2>/|口| 3 或 

F(x 士 (“州0). 
p 的分量函数是 

池 2/) = -^ r ， /办, 

例 3( 投影）设沉： R 3 —R 2 是投影兀0, y, z) » ，那么 

/i(*> y, ») =*, /a(a；, y, z)=". 

下列的命题说明， 映照卩 的连续性等价于分量函数的连续性. 

命题1炅 C 7 cR --> R m 是连续的充要条件是其每个分量函 
数力: C / c = R ”-> R , m , 是连续的. 

证明假定 P 在 2> GI 7 是连续的，那么对给定的 s >0, 存在 
S >0, 使 _ F (_ B a ( p )) c ： B ,( F ( p )), 这样，如果那么 
F ( S ) eB ,( F ( p)) r 


即 ' 

(A(?)-AO)) s V"+(/ m (ff)-/»(P)) a <A 

这意味着对每个卜 1, ..., l / i ( g )-/*( y ) l <«. 所以对给定 
的 8>0, 存在 S >0, 使当代 B a ⑷衬 i fi ( q ) 因此每 

个力在 P 点是连续的. 

反之，设 A ® = 1, w 在3> 点是连续的.那么对给定的 a 
>0 ; 存在 0<>0 使当代 队 ( y ) 时 |/<( g )— / 心 ）丨<8/4.置 
8< min 8 0 设 g €5 a ( P ), 那么 

( Mg ) …+(/ 〆 ?) 一/ m ( P )) a <« a . 

所以，罗在 P 点是连续的.证毕. 

由此推得例1, 2, 8中的映照都是连续的. 

例 4 设琴 j 7 c = R -> R m ，那么 

F ( t ) = •••, x m ( td ), 
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这就是通常所谓的向量值函数，且罗的分量函数是向量 VF ' O ) € R m 
的分量.当丨是连续，或等价地，函数叫 ( i ), i ~ l , …， m 是连续 
时，我们说丨是 R m 中的连捿曲线. 

在大多数应用中，不用球而用邻域的语言来表示连续性，显得 
更为方便. 

命题2映照巧 UciR -— R " 在是连续的充要条件是 
对^(2>)在忾》中给定的邻域 F , 存在: p 在 R * 中的邻域 TF , 使 F 
{ W ) aV . 

证明假定^在 P 点是连续的，因7是包含 ■ F ( p ) 的开集， 
它对某8>0包含球 5,( P ( p )). 据连续性，存在一个球及(2>)« 
灰，使 

F(W)~F(B a (p))ciB,(F(p))c ： V. 

这就证明了条件是必要的. 

反之,设条件成立.若给定8>0以及集 V - B ,( F ( p )), 按假 
定，存在 P 在 R * 中的邻域 TT 使朽疋)<=7,因 TF 是开集,存在一 
个球芯 （ P ) c ： F . 这祥， 

FCB^dFCW^czV-B^Ffip)), 

所以 •在 P 点是连续的.证毕. 

连续映照的复合生成一个连续映照.具体地说我们有下列命 
题. 

命题3设厌 J 7 CR 4 R "* 和免 Fc : R "4 R * 是连续映照，其 
中17和 F 是开 集且罗 (17) CF , 那么<? 。尺 连续映 
照. 

证明设 PG 17, 7是 •⑷在 护中的邻域.根据<?的连 
续性.存在 Ap ) 在 R •中的邻域 Q , G ( Q ) c = F . 根据 P 的连续 
性，存在 P 在 R B 中的邻域疋， FOncQ , 这样 
QoF(W)cQ(Q)ciV } 

所以，沒。歹是连续的.证毕. 

常常有必要处置定义在 R * 中任意(不一定是开的）集上映照的 
连续性.为将前面的想法推广到这种情形，我们进行如下， 
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设 A 是一个映照，其中2是 把中的 任童集 

合.我们说 p 在2中是连续的，如果存在一个包含2的开集17 
CR " 和一个连续映照昃17—使 PU = _ F ， 换言之，如果是 
定义在包含2的开集上的连续映照在集合2中的限制. 

显然，如果尼是连续的，设对给定的 F 
( P ) 在 R " 中的邻域 F , 存在 p 在 R ** 中的邻域 TT 使 F ( F . fU)c 
V , 为此，方便的是称集合 FfU 为 p 在 A 中的邻域（图 A 2-4). 



m aw 


例5设 

^?={<>U)€R 3 ; 杳 + |+ 晷 =l} 

是一个椭球面， 设沉: R 3 — R * 是例3的投影.那么 ( TT 在丑上的限 
制 Ji 丑到 R * 的连续映照. 

我们说连续 映照巧 AczR -^ R n 是到 ^(4) 上的同胚，如果 F 
是 1-1 的且逆映照 F ( A ) CR ^ R - 是连续的.在这种情况2 
和 ^(4) 就是同胚集. 

例 <5设 ^ R 3 — R 3 为 

Fipo, y, z) - (xa, yb, eo), 

F 显然是连续的，且 f 在球面 a 

8 2 -{( X , y, 

上的限制是连续映照巧 S a ^ R \ 观察到 F ( S s )= E , 其中 E 是 
例5的椭球面.显然,丨也是 1-1 的且 

r ' x ， y ， z )= ( 吾， I ■，专 )• 
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这样,是连续的，所以 P 是球面妒到椭球面 丑上的 
闻胚. 

最后，我们想描述 闭区间 [«, &], 

[a, ^ = {®€Ri 

上连续实函数的二个性质（即下面的命题4和 5), 及闭区间 [ a , 6] 
本身的一个重要性质.它们在本书中将被反复用到. 

命题 4( 介值定理）设/: O , &]— R 是定义在闭区间[%幻 
上的连续函数.假定 /( a ) 到/⑷有相反符号，即 /(«)/(&) <0. 
那么，存在一点 OGO , i ) 使 /(0)=»0. 

命题5设/: O , 习 — R 是定义在闭区间 [ a , 6] 中的连续函 
数.那么/达到它在 [ a , 6] 中的最大和最小值，即存在 ％% G 
[ a , 礼使对所有 &] 有/(巧)</0)</0 2 ). 

命题 8( Heine - Borel ) 设 [ a , £] 是闭区间, i „, 是0, 

6] 中开区间的集合，使 6], 那么/在乙中可选取有限 

个 •••, Ji , 使 •••, «. 

这些命翅是高等撖积分教程中的标准定理，这里将不证明.但 
是,在第五章的附录中将提供证明(分别为命题6, 13和 11). 

B . R " 中的可微性 

设 /; t / cR — R . /在*。€汝的导数是极限(如果它存在） 

f'Cx 0 ) -lim 叫 + ㈣. 

h-*0 tl 

当 / 在吻的一个邻域 r 的所有点有导数时， 我们能考虑 A v— 
R 在点的导数，称为/在吻点的二阶导数 j ^ Oo ), 如此可一直 
考虑下去.如杲/ 在％ 点有各阶连续导数,它就称 为在吻 是可微 
的.如果它在?7的一切点可微，就称它在 t / ■中是可微的. 

注可微性一词，表示有时称为无穷 (或 cr 阶)可微的 概念. 
这个用法不要和初等徵积分中用来表示一阶导数存在的术语相混 
淆 • 

设巧 t/c R^n } /关于! c 在 0 o , 抑）€ c /点的偏导数是单变 
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量函数0^/(%的)在吻点的导数(如果存在)，记为㈣/㈨（％ 
!/o). 类似地，关于 y 在 (®o, %)点的偏导数 (办7~)(%, 如)，被定 
义为函数 y。) 在 I/O 点的导数.当/在0。，办）点的某邻 
域 F 的所有点有偯导数时，我们可以考虑在 （® 0 , yo) 点的 二阶偏 
导数 

a d (df 护 f 

8x\dxJ 8x 2} 8x\dyj dxy’ 

d (df\_ 8 /g/\ 

~dy\dx)~ dydx' ~dy\ly/ 8i/ a r 
如此等等.和果 / 在 O。，y。） 点有各阶连续偏导数，它秫称为在 
(吻， 3/0) 是可微的.如果它在V的所有点是可微的.那么称它在 " 
中是可微的.有时，我们垆偏导数记为 

餐 = 仏每 

有一个重要的性 质:当 /可微时，/的偏导数与求导的次序无 
关，即 

等等 

da>8y 8ydx 1 护 xdy dxdpdx> 1 ' 

' 偏导数和可微性定义容易推广到 R" 上的函数 / : C/cR"yR 

如(5//如 8 )« < …， 忒)是单变量函数 

<) 

的导数. 

更进一步的重要性质是，偏导数满足所谓的例如， 
若 <0, v), 2=ss(tt, 0 是? 7c;R 2 + 的实可微函数 

而 /(»U) 是@中的实可微函数，那么复合函数/(*(«， 《), 
y(u, v), «( Uj <0)是7中的可微函数，并且比如/关于《的偏导 
数为 

df df da^df 8y ,df dz 

现在我们将可微性的概念推广到 映照尾 ?7CR"—FT *. 我们 
说 P 在点是可徵的，如果它的分量函数在2?点是可徵的，即 
记 
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®n), «»)) 

时，函数 A P 1, …， m , 在 p 点有各阶连续偏导数. 如果^ ■在 
U 的所有点都可微，则它在 G 中是可微的. 

对 m -1 的情形，这重复了前面的定义.对 《 = 1 的情形我们 
得到 R " 中可微(参数）曲线的概念.在第一章中，我们已在 R 3 中 
看到过这一对象.为了达到我们的目的，需要将第一章中切向量 
的定义推广到现在的情形.映照 a : UcR — R " •在 t 0 ^ U 点的切向 
量是《*"中的向童 

a ， (io) = Wi(to), — , !C»(#o)). 

例 ! T 设 KUcR 51 —R 8 为 

F(u, v) = (oosuoos®, cosMsinti, cos*^), (u, v) ^U, 
及的分量函数，即 

fi{u, v) =Gosuooev, f»(u, o) — oos m sin v, f s (u, «) —oos a «; 

在 u 中有各阶连续偏导数.这样, p 是? 7中是可微 i 的. 

例8设《； ?7 c : R — R 4 为 

«(*)-呎屺屺0 ,贱 

那么， a 是 R 4 中可微曲线，且《在 * 的切向量为~ (4<», 8<»， 
2 f , 1). 

例9对给定的向量 TT € R M 和点 2> oet 7 cR », 我们总能找 
到一条可微曲线《:(—〜蹲足 《(0)-2» o 和《，(0)，灰.只 
要定义 《(*)-2> o + 抓，<€ (~ e , 8). 如记加=(成…，0^1 W 
W m ) } «的分量函数是叫(*)=4+讯、 i -1, m , 
这样，《是可微的, 《(0)- po , 且 

^( O )^( 4 ( 0 ), •••, <( 0 ))- 0 ^!, — , w n )~ w . 

现在，我们来引进可微映照微分的概念，它在本书中将起 k 要 
作用. 

定义1设 2 f : UcR »4 R » 是可微映照. 对每点 P € U , 我们 
附上一个线性映照 dF P； R m , 它称为 F 在 p 点的微分,定义如 

T ： 设 F € R ", a ： (-8, 8)-^ 是一条可微曲线，满足 《(0)= p , 
V (0)= F . 根据链式法则，曲线泠=扒内 （一8, 8 )— R " •也是可微 
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的.那么（图 A 2-5) 


命题7上述 dP , 的定义不依赖于通过 P 切于 T 7 的曲线的 
选取,并且 dP ； 是一个线性映照. 

证明为简化记号，我们证明， t / cR a -> R 3 的情形.设 (《, 
幻)是 R a 中的坐标，0, y , is ) 是 R 3 中的坐标.设办= (1, 0), &■ 
(0, 1) 是护中的规范基且 6=(1, 0, 0), / 3 -(0, 1, 0) 和/ 8 =* 
(0, 0, 1) 是 R B 中的规范基.那么我们能记《(0 « («(0, v ( t )), 
i€(-«, 8), 


a'CO) =W =M , (°)«i+^ ， (0)e a , 
v )~( a ( u , v ), y ( u , v ), e ( U> v )) 以及 
fi(t) x F<>a{t) 

- (*(«( i ), v ( t )), y ( u ( t ), v ( t )), 
这样,利用链式法则且取«=0处导数,我们得到 

+ ( 生 ^L+H]f a 

\&u dt dv dt/ Ja 
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dx dm 
du dv 

生 d £ 

du dv 
dz dz 
du d-v 

这显示了在 R a 和 R 8 的规范基下的矩阵形式，它只依赖 
于 F 的分量函数% 2在少点的偏导数.因此是线性映照, 
且显然不依赖于《的选取. 

读者能毫无困难地将这样的讨论推广到更一般的情形.证毕. 

dF f： 在 R" 和规范基下的矩阵,即矩阵②力/心丄 

i = l , ■■■, m , ■■■, n , 称为 •^在 p 的 Jacobi 矩阵.当 

时这是个方阵,它的行列式称为 Jacobi 行列式,它通常被记为 

Aei (4th4(£:s:*. 

注文献中没有关于微分的记号的约定.也常常称 d#, 为 J 
在的导数且记为 F'(p). 

例 10设 i^R a ->R a 为 

PO, 2*y), {m, y) € R a . 

容易看出^是可微的，它在 W 的微分是 



例如, diW 2 , 3)-(-2, 10). 

映照微分概念的好处之一，在于使我们能用几何的语言表示 
很多分析的事实.如考虑下列 情形： 设琴泛 FCR« 
~>R a 是可微映照，其中「和 F 是开集并且我们约定 
下列一套坐标 




并且记 


P(w, v)^(x(u, v), y(u, v), z{u } v)), 

y , *) = (£(*, y > ^), v (.^, y , «)>, 
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它包含了所有偏导数 •£, ^的表达式.这样，映照 

的链式法则的简单表示式反映了它们分量函数偏导数的大量信 

息. 


G ° F ( u , v )~( i ( x ( u J v ), y ( u , v), z { u , «)), 
v ( x (. u , v ), y ( u , v), z ( u , v ))), 

利用链式法则，我们能说 ( J 。^ 1 是可微的并且能计算它分量函数的 
偏导数.如 

du dx du dy du dz du ' 

表示上述情形的简单方式是应用 下列一 . fe 的事实. 

命题8 (映照的链式法则）设 A UdR ^ R m , Q : Vc ： R ^ 
@是可微映照，其中 C/ 和 r 是开集，使 F(coc：r, 那么 q » f , u 
—R fc 是可微映照，并且 ' 

d(G»F) t — dG- F(t) °dF t , pGU, 

证明 GhF 的可镦性是函数的链式法则的推论.现在.设 F a 
€ R "是给定的，考虑曲线《: (-8 办 8,)^ «(0) - p , 

置 dF t (Wd - W a 且观察到 dG F ( f ) ( W a ) = A ( Gt e ^ oa) | {=0> 那么 

d{QoF) 9 (Wi)-^{GoFoa) t ^dQ F ^W^) 

— dG F ⑷。 dFf (TFa). 

证毕. 

注意，对我们前面考虑过的特殊情形，关系式 
dQ F ( t , odF t 等价于下列 Jacobi 矩阵的乘积， 


如 | 咖 4§0SI<§ 

aidaal 如 

/ - - \ 

ae 百 cglas 


Ad 

^lc§-ci 
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定义在开区间0, 6) 上的可微函数/: (% &)CR—R 的一个 
重要性质是如果在0, 6) 中那么/在 ( a, 6) 中是常数. 
多变量可微函数的这方面性质推广如下. 

我们说 开集? 7 CR ” 是连通的，如果对给定的二点 p , pGU 赛 
在一个连续映照《: [ a , 6]^?7使《0)=-乳 «(&)-?. 这就意味着 
U 中两点能被！7中的连续曲线所连结，或?7只由单独一个“ 片”所 
组成. 


命睡9设/: UczR-^R 是定义在 R" 的连通开子集 C 上的 
可微函数.假设在每点是零.那么/在?7中 
是常数. 

证明设 总 ( P )c?7 是 p 周围且包含在 iJ 内的开球. 
任何点？ es,o) 能用径向线段玲： [0,1]—cr 和 P 相连结，其中 
«€[0, 1] (图 A2--6). 因为卩是开的，故能 
延拓泠到 (0 — 8, 1+8). 而/。啟 (0-8, l+8)->R 是开区间中的 
可微函数,且因为 d/=0, 

这样,对所有 *€(0-s, 1+a) 有 

所以(/»釣- 常数. 这意味着/08⑼）=/(3») -/(/8( D ) -/(?), 
W/ 在 B a ( P ) 中 取常值 

这样，命题在局部是成 立的； 即?7的每一点有/为常俥的邻 
域.注意，到现在为止我们还未用到 U 的连通性.我们将用它来 
以明所有这些常值是相等的. ； 

设 r 是 P 的任意一点.因口是连通的，存在一条连续曲线 
[a, «(o) ~p, «(6)-r. 函数/。《： [a, 61->.R 是 [a, 6] 中 

连续函数.根据第一部分证明,对每点 i€[«, &], 存在在 [®, &] 中 
的开区间 A 使/。《在叉中是常数.因为 yA"* [0, 6], 我们能 
应用 Heine-Borel 定^(命题 6). 这样，我们能从I,中取出有限 
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个区间…，4使1^入=[«，札卜1,…，、夂我们能恨定两 

个相继的区间相交，如有必要可重新将区间编号.这样，/。《在两 
个相继区间的并上是常数.由此得到/在0, 6] 上是 常数; 即 
f(a ⑷ ) -/(P) =/(«(&)) =/« . 

因1•是任意的，/在 C 上是常数.证毕. 

微分学中最重要的定理之一就是所谓的反函数定理.它在现 
在的记号下叙述如下.（回忆一下，线性映照盈的矩阵如杲是可 
逆的，那么它是一个同构 .） 

反函数定理设 Kt / CR "— R ” 是一个可微映照并且假定在 
点微分是一个同构.那么存在 p 在 U 中的一 
个邻喊7和歹 ( P ) 在 R 1 •中的邻域 F , 使 KF — TT 有可微昀逆映 
照尸^累― F . , 

对可微映照式 FcR "-> TFcR ", 其中 F 和 IF 是开集，如果 
它有可微逆映照，那么及称为厂和 TT 间的微分同胚.反函数定 
理断言，如果在一点微分是同构，那么罗在 P 的一个邻域 
中是微分同运.换言之， P 在一点微分的性 赓蕴含 了尸在该点邻 
域中变化情形的类似逢质. 

这个定理在本书中将反复用到.它的证明可在下列书中找到. 
Buok, Advanced Oalonlus, p. 286, 

例 11 设圮 R 2 — R a 为 ^ 
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F(x, y)-= (e^oosy, e ^ siny ), (®, 故） G R *. 

F 的分量函数，即 u(x, y) -e^oos^ v(x } y) -a*sin«/ 有各阶连续 
偏导数.这样, F 是可微的. 

从几何上看, F 如何变换吵平面上的曲线是有启发性的.例 
如，垂直线®*"®。被映到半径为/•的圆周 COSA 
siny , 水平线 y^y 0 被映到斜率为 tan ^ o 的半 * 直线 u-etBOoay 0) v 
(图 A 2-7), 由此得到 

dF {tl .^(l, 0) - A (e* cos y 0) e c sin y 0 ) \ .=«, 

-* (e e, Goay 0 , e**siny 0 ), 



用计算 F 的 Jacobi 矩阵的方法最容易验证它们， 

) = - 一). 

且将此作用到在 (® o , 2/。)点的向量 (1, 0) 和 (0, 1). 

我们注意到 Jacobi 行列式 det ( d J P , (e> „ ) ) = 6*^0. 这样对 


所有 p - Or , y )€ R 3 是非奇异的（这从前面几何考虑看也是清楚 
的）.所以，我们可以应用反函数定理断言, P 是一个局部微分同胚. 
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观察到 ^0, y ) y + 2 ^). 这样 f F 不是 1-1 的，也没 

有整体逆映照.对每点 p € R a , 反函数定理给出 p 点的一个邻域 
F 及 #(?)) 的一个邻域 TF , 使得限制映照仄 V -^ W 是一个微分同 
胚. 在这里情形， r 可取为带形 {_ oo <®< oo , 0< sK 23 t } 而 F 
取作 R s —{(0, 0)}. 但正象这个例子所表明的，即使定理条件被 
处处满足并且 f 的定义域是非常简单，歹的整体逆仍可能不存在. 
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§3-1引 言 

在第一章中我们已经看到，对曲线 a 的切线的变化率的考虑 
使我们得到了曲线 C 7 的一个重要的几何属性——曲率.在这一 
章中，我们将把上述思想推广到正则曲面，即，我们将试图度量曲 
面汉 上任一点的切平面 T f ( S ) 向这一点近旁离开时的“快慢”， 
也就是在1>点近旁的单法向量场 W 在 2) 点的变化率.很快就会看 
到，这个变化率可以由 AGS ) 上的一个自伴随的线性映照（参看第 
三章的附录)给出.曲面占在 P 点的许多局部性质都可以由对这 
个线性映照的讨论得出. 

在§ 3-2 中，我们将不用局部坐标来引进有关的定义 (Gausa 
映照，主曲率和主方向， Gauss 曲率和乎均曲率等).这样，这些定 
义的几何意义就清楚地表现出来了.但是，为了计算和理论上的 
需要,把所有的概念用局部坐标表示出来是重要的.这将在§ 3-3 
中处理. 

§ 3-2 和§ 3-3 包含了第三章的大部分内容，这些内容都是在 
本书以后各部分中要用到的.少数例外将被明确地指出.为完整 
起见，在本章的附录中证明了自伴随线性映照的主要性质.此外， 
为那些略去了 §2-6 的读者，在 §3-2 开始时，我们将对曲面的定 
向概念作一简短的回頋. 

§ 3-4 包含 了下列 事实的证明，即在正则曲面的每一点近旁都 
存在正交的参数表示，即,参数曲线互相正交. 这里 所用的 技巧， 
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无论是从它们本身或是为得到进一步的结果来说，都是有意义的. 
然而,倘若教程较短,假定这些结果而略去这一节可能是适宜的 • 
在 §3-5 中，我们将处理两类有趣的特殊曲面，直纹面和极小 
曲面.这部分内容的处理是独立的，初读时可以略去全部或其中 

之一. 

§3-2 G aUM 映照的定义和基本性质 

首先对曲面的定向概念作简要的回顾. 

在§ 2-4 中已经看到，若给定正则曲面汶在点？€汉近旁的一 
个参数表示 

X ； UczR ^ S , 

则在 X ( C 7) 的每一点都可以选定一个单位法向童 

于是，对 X ( U ) 的每一点 t 都有相应的单位法向量 w (?), 这就得 
到 一个苛 微映照 

N' x(U)^n\ 

更一般地，若 Vcs 是 S 的一个开集，且映照 V : F -^ R * 是可 
微的，它将 F 中的每一点？对应于在2点的单位法向董，则 W 称 
为 r 上的一个可微的单位法向量场. 

一个引人注目的事实是，并非所有的曲面都具有定义在全曲 
面上的诃微的单位法向量场.例如，在如图 3-1 所示的 M 6 Mns 带 
上就不能定义这样的场.这一事实可以这样直观地看出，沿图形 
当中的一个圆绕一周，向量场及回到 一 W , 这与 V 的连续性矛盾. 
直观上，在 Mobius 带上不能确定它的“正反面”，因为我们能由它 
的“一面”连续地走到它的“另一面”,而并不需要离开曲面. 

一个正则曲面称为可定向的，如果它容有定义在全曲面上的 
可微的单位法向 量场; 这样的一个向董场及的选取，称为况的一 
个定向. 
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例如，上面提到的 MSbius 带就不是可定向的曲面.当然，可 
以由一个坐标系覆盖的曲面(例如可以表示为一个可微函数的图 
的曲面)显然是可定向的.所以，每个曲面局部都是可定向的.而 
定向确定无异地是涉及整个曲面的大范围性质. 

曲面汉的一个定向翠在 s 的每一点 p 的切空间上诱 
导％(»)的定向如下的一组基 {«, 定义为正的，如果 

八叫^是正的，容易看出， r ,0 sr ) 的所有正基的集合构成巧⑺） 
的一个定向(参看 §1-4). 

对定向概念的进一步处理在§2~8中给出.不过，就第三和第 
四章的需要而言，以上的说明已经足够了. 

在整个这一章中，这都表示一个正则的可定向的曲面, i 已选 
定了一个定向（即可微的单位法向纛 场)； 简称为具有定向 W 的曲 
面& 

定义1设 Sc : R s 是具有定向汉的曲面.映照曷 bR 8 取 
值于单位球面 

|S ， 2 ={(X, Y , 万 ） €R 8 ;ZW 3 -1}. 

这样得到的映照尾 s -^ s a 称 为汉的 Gauss 映照（图 3-2) 

容 易证明 Gauss 映照是可微的 . iV •在点 的微分 £«\^是 
从 r, ⑻到 7V P) (炉)的线 性映照 .因为 r, ⑻和 TV〆#) 是平 
行的平面,可以看作是 T V ( S ) 上的线性映厢， 
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图 3-2 Gauss 映照 


线性映照挪 ，: A ⑻ -> r , ⑻的作用如下.对汉中每一条使 
«(：0) 的参数曲线 < t ), 考虑在球面炉中的参数曲线 Noa ( t ) 
这就是限制在曲线《⑺上的法向董 I 切向量 W '(0) = 
£ ^汉,(《'(0))是3 7 11 (50中的向量(图3-3).它度最了法向量況沿曲 
线《⑻在卜0处的变化率.所以， dl , 度量了汉如 何从汉 (?) 向 
P 点近旁离开. 对曲线 的情况，这个测度由一个数给出，这就是曲 
率.对曲面的情况，这个测度由一个线性映照所刻划. 



图 8-S 


例1由方程 

ax-hb^ + cz-^d^O 
铪出乎面 p , 其单位法向貴 
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N= (a, b, o)/VV+6 2 +c a 
为常 向量. 因此, 3及=0( 图 3 - 4). 



ffiS-4 平面 : 

例 3 考虑单位球面 
^8 a -{( a >, y, 

若 a ( i ) - (*(«), y{t), a (0) 是 $ 中的一条参数曲线，则 
2xa > , ++2 找 ’ ■ 0, 

这说明向纛 (®, y , «0在点 y , *!) 与球面垂直.所以， ^(®, y, a ) 
和 N(-x, -i/, —«) 是的单位法向童场.现选定单位法向量场 
N(-a>, -y, 一 5!) 作为球面汉 3 的定向.注意，況总指向球面的中 

心. 


限制在曲线 《( i ) 上,法向量 


是*的向量函数，因此， 
dN(x f (t), 〆(*), z'(t)) ^N'(t) 
-(-^(0, -/(*))； 
即，对所有的於 GW 和所 有的 ® G 

T ，), 

dJV p (v) — —v. 

注意，若取犮为法向量场(即取相反 
的定向)，则得^ 

dN ^ v ) =v 

(图 3-5), 
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例3考虑圆柱面 

{(*, V, «) GR 8 ； * 2 +^-1>, 

由类似前一个例中的证明，可以看出犮=(®, % 0) 和 #=( 一 ％ 
- V , 0) 是在点 (®, 2/,幻的单位法向量.现选取单位法向量场 
(-^ - V , 0) 作为曲面的定向. 


考虑包含在圆柱面上的一条曲线 y ( S ), < t )), 即有 
(<)) 2 +( y (0) 2 = i ； 可以看出，沿这一曲 
线, iV ⑻ -(-»(#), I ( i ),0). 因此， 
dN^(t), y'{£), 

=(-^(«), -i/it), 0 ). 

总之，若 w 是圆柱面的切向置但平行 
于 z 轴,则 

dNQv) •= 0= O 1 ®； 

若 w 是圆柱面的切向量但平行于吵平面， 
则 

m 8-6 dN ( w)^-w 

(图 3-6). 由此可知；《和®是 diV 的特征向量，分别对应于特征 
值0和一 1( 参看第三章的附录). 

例4考虑双曲抛物面 



2 — a ? 2 — y 2 

上的点 P =(0, 0, 0). 给曲面的一个参数表示 
X(w, v) ^ % v 2 —u 2 ), 

并计算其法向量 v ). 相继得到 

X w = (1 v 0, -2u), X v =(0, 1, 2v), 


u^+^+i y^ +v2+ i 


2 j u ^+^ + l 1 

汴意，在点 P = 〔0, 0, 0) 的尤 u 和叉， 分别与 a ; 袖和 y 轴的单位法 
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向量相同.因此，使 a(0)=p 的曲线 a(i)«X( M (i), _)) 在 p 点 
的切向量在 R 3 中的坐标为(《'(0), /(0), 0)( 图 3-7). 限制 
«) 在这条曲线上并计算 W'(0), 得到 

汉 '(0) = (2?/(0), —2/(0), 0), 



图 3-7 

因此，在点， 

dN P ( u f (0) } v'(0), 0)-(2i / ⑼， -2V(0), 0\ 

这就说明，向量(1，0, 0) 和 (0, 1， 0) 是撕,的特征向量，分别对应 
于特征值2和 一2. 

例5将前一例中所用的方法应用到抛物面 

+ b >0, 

上的点 3>~(0, 0, 0). 证 明:® 轴和 y ‘的单位向量是 W 的特征 
向量，分别对应于特征值2和 2K 假设汉指向以抛物面为边界的 
区域的外部). 

下面的命題说明了 dih 的一个重要的性质. 

命匾1 Gauss 映照的镦分 

dN 9 -.T 9 (S)^T P (S) 

是自伴随的线性映照(参看第三章的附录）. 

证明因为聊^是线性的，只须对3%浴)的一组基0^, 

证明 

<diV P («；].), wXvh, iN f {w 2 )y. 

设X ( M , «) 是汉在 p 近旁的一个参数表示,{工*, 是在 T t ( S ) 
中相应的基.若 a ⑷ <«)) 是汉中的条参数曲线， 
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且《⑼ = p , 则有 

dN 9 ( a \0)) ^ dN f ( Xy (0) + X v v \0)) 

-去 W ⑽), 

■ W (0) +況 〆 ⑼， 

特别， 

dN P ( X u ) =义, dN t ( X v ) - N v . 

因此,为证明是自伴随的，只须证明 

< N U , X „> = < X t( , N v y , 

为此，取 X u > = 0和 X ,> = 0 分别对 a 和 《 的导数,得到 
〈久， X u y +<： N , x w >- o , 

< N V , X v >+ iN , X w >-0. 

所以， 

X «> = 队 Z „>. 证 滅 
, 由 dikizvoso — TVOSO 是自伴随的线性映照这一事实，我们 
能定义一个与相配的二次形式 Q : 

_XdN f (v), 心， 

(参看第三章的附录）.为得到这个二次形式的几何解释，我们需 
要儿个定义.由 f 马上就会清楚的原因,我们将利用二次形式 一 Q . 
定义2定义在 r , oso 上的二次形式11»: 

n ,(*> = v y , vgt , ⑻, 

称为汉在的第 二基本形式. 

定义3设 C ? 是 s 中经过点？)的曲线， A 是 a 在 p 的曲 
m , coa ^< n , 是0在罗点的主法向量，汉是 S 在3> 点的法 

向量,则数 


k n ^ keos 0 

称 为曲线 C ? c = S 在 p 点的法 曲率. 

换句话说， A „ 是向量 An 在曲面8于少点的法向上射影的长， 
再加上由 S 在 P 点的定向及给出的符号(图 3-8). 

注0的法曲率不依赖于0的定向.但是，若改变曲面的定 
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图 s -« 


向,它改变符号. 

为给出第二基本形式 II P 的一个解释，考虑以 <*(*) 为参数表 
示的正则曲线 C70S， 这里 s 是 C 的弧长，且 KO) =p. 若用 N ( s ) 
表示法 向量及 对曲线 《(*) 的限制，则有 WO), .因 

此， ■' 

〈況 (*), «"(*)> •- <N\s), «，(*)>. 

所以， 

II ，( a ' ⑼） -- < dN f ( a '(0)), «，⑼〉 

-- <轉)，《，⑼> = <聊)，，(0)> 

- knXp)-h(p). • 

换句话说,第二基本形式 n» 对单位向量 W Gr,oso 的值，等于经过 
夕点与《相切的正则曲线在这一点的法曲率.特别，我们得到下 
面的结果. 

命题 2(Meixsni*r) 曲面这上经过给定的一点 p 且具有相 

同切线的所有曲线在这一点有相同的法曲率. 

根据这个命题,我们就可以说在3>点沿给定方向的法曲率.为 
方便起见，引进下面的一些名词.给定单位向量况与 
包含 a 和况(2>)的平面的交称为 S 在 p 点沿 1) 的法截线（图 3-9). 
在 P 点的一个邻域, S 在2> 点的法截线是 S 上的正则的平面曲线， 
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它在 P 点的主法向量 为土汉 ( P ) 或零； 因此，它的曲率等于在 P 点 
的沿*的法曲率的绝对值.利用这些名词，上面的命题就可以说 
成是，曲线《(幻在2> 点的法曲率的绝对值等于 S 在 P 点的沿 
的法截线在这一点的曲率. 



H»-0 Meusnier 定理: 在 JP 点沿《 的 0 和 C n 有相同的 法曲率 

例 6 考虑由曲线 

绕2轴旋转得到的旋转面(图 &-10). 我们将说明在 p -(0, 0, 0) 
的微分 t * iVp _0. 为此，首先注意到 
曲线在2> 点的曲率为零.此 
外，因为吵平面就是曲面在 p 点的 
切平面，故法向量平行于 * 
轴.所以，在 p 点的任一法截线都 
可以由曲线55 = 〆 旋转 得到； 因此， 
它在 P 点的曲•率为零.这就得到了 
在 P 点的所有的法曲率为零，所以 
dK 

例 7 在例 1 的平面中，所有的法截线都是直线•，因此，法曲 
率全为零.所以，在所有点的第二基本形式恒为零，这与 dVsO 
这一事实一致. 
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在例2的球面妒中，取定向犮，过任一点？€沪的法截线是 
半径为 1 的圆（图 3 - 11 ). 所以，所有的法曲率都等于1,以及第二 
基本形式 

n P o)=i, 

对所有的》€沪和所有的单位向量必 r , ⑻成立. ， 

在例 3 的圆柱面中，在一点23的法截线是一族椭圆,它从垂直 
于圆柱面的轴的圆变到平行于这个轴的直线(图 3 - 12 ). 所以，其 
法曲率从 1 变为 0. 在几何上不难看出， 1 和 0 分别是在 p 点的 
法曲率的极大值和极小值.然而，应用在第三章的附录中关于二 
次型的一个定理可以给上述事实一个简单的证明.事实上，如我 
们在例3中已经看到的，向量 w 和 ® (分别对应于法曲率为1和0 
的方向)是的特征向量，分别对应于特征值-1和 0. 所以， 
如我们所断言的，第二基本形式在这些向童上取极值.根据这个 
过程,我们知道其极值为1和 0. 



分析例 4 中的双曲抛物面在点 p-(0, 0, 0) 的法截线，我们 
将它留给读者. 

让我们回到线性映射 d %. 第三章的附录的定理说明，对《中 
的每一点存在 T ,{ S ) 的标准正交基{以办}使 傾 M 一一 he x , 
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dN » - h 此外，知和 k a ( h > h ) 分别是第二基本形式屯 
限制在 r ,(> so 的单位圆上的最大值和最 小值； 也就是说，它们是 
在 p 点的法曲率的极值. 

定义4在 P 点的最大的法曲率和最小的法曲率称为 p 点的 
主 曲率; 对应的方向，即特征向量^和办的方向，称为 p 点的 主方 

向. 

例如，平面上任一点的任意方向都是主 方向. 球面上也是这 
样. 在这两种情形，它们的第二基本形式在每一点的切平面的单 
位圆周上都是常值（参看例 7) .所以,其法曲率对所有的方向都取 
极值. 

在例3的圆柱面中，向量 w 和 w 给出在 p 点的主方向,分别对 
应于主曲率0和 1. 在例4的双曲抛物面， * 轴和2/轴的方向就 
是主方向,它们分别对应于主 曲率一 2和 2. 

定义5沒上的一条正则连通曲线 C 7 称为5 的曲率线， 如果 
对所有的 (7 在 p 点的切线方向都是 S 在 2) 点的主方向. 

命题 3(01inde Eodrigue) 曲面 S 上的一条连通的正则 
曲线(^是汉的曲率线的充分必要条件是，对 O 的任何参数表示 
01(f), 

成立，其中 iV ( i ) =汉。《(«)和是 < 的可微函数.在这种情形， 
-入 (0 是沿的法曲率(主曲率）. 

证明只要注意，若《'(0是主方向，则 八狼 dN 的特征向 
量，且 

反之显然.证毕. 

由在 P 点的主曲率可以容易地去计算沿 A ⑻的一个给定方 
向的法曲率.事实上，设<%(沒)，且 |®|-1. 因为^和^构成 
a 7 〆 ；®) 的一组标准正交基，故 

^^Ct^osO + e^sinO, 

其中沒是按％⑻的定向从 Q 到的角.沿①的法曲率 t 为 
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A n =n ， (D)-— 〈 div〆®), 

*=— 〈 diV/ei cos 0+ e a 8in0) ， ^oos^+e a sin0> 

- <ei^i cos ^ + ejc a sin B, eiOOB6+e a sin^> 
-=^ioos 2 ^+i a siii a 0. 

最后的表杀式就是通常所谓经典的 Euler 公式; 事实上，它就是第 
二基本形式在基{打， e a } 中的表示式 

给定二维向量空间 F 上的一个线性映照 
A ： V -^ V , 

和 r 的一组基{ 奶 ，％},并设 (®«) 是4对这组基的矩阵.我们知 
道，4的行列式 

dlX 0/22 一 ^12 Qai 

和2的迹 

是不依赖于基的选择的，因此，它们是线性映照2本身的 
性质. 

在前面所讨论的情况中，抓的行列式是 (一私 )（一如)•知心 
即主曲率的乘积， dW 的迹是主曲率之和的相反数 一(ii +如) .若 
改变曲面的定向，行列式不变(对这一事实，维数为偶数是实质性 
的)； 但迹要改变符号. * 

定义6 後祝 S } dN K T 9 { S ) ^T, ⑻是 Gauss 映照的微分. 
dN t 的行列式称为 S 在点的 Gauss 曲率 （ 挪，的迹的相反数 
之半称为《在？>点的平均曲率丑. 

用主曲率可以将 K 和丑表示为 

K = hk a> 5 = . 

定义 IT 曲面汉上的一点 p 称为 
1 .椭圓点，如果 ci% 的行列式 det(d^,)>0. 

2. 双曲点，如果 det(di\T,)<0. 

3. 抛物点 ，如果 deKdZV^-O, 但 diVp — O. 

4. 平点，如果抓广 0. 、 
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显然,上述分类不依赖于曲面定向的选取. 

在椭圆点， Gauss 曲率是正的.主曲率有相同的符号，因此， 
通过这一点的所有曲线的主法向量都指向该点的切乎面的同侧 • 
球面上的点都是椭圆点.抛物面 A >0( 参看例 5) 上的 
点 (0, 0, 0) 也是椭圆点. 

在双曲点, Gauss 曲率是负的.主曲率有相反的符号，因此，通 
过这一点的曲线中，必有在 P 的主法向量指向该点切平面的不同 
侧的曲线.双曲抛物面— W (参看例 4) 上的点 (0, 0, 0) 就是 
双曲点. 

在抛物点， Gauss 曲率为零.但主曲率不全为零.圆柱面(参看 
例 3) 上的点都是抛物点. 

在平点，主曲率全为零.平面上的点显然都是 平点. 例6中给 
出的是平点的一个非平凡的例子. 

定义8在若瓦则？)称为汶的一个 脐点; 特别， 
平点 (& = &=()) 是脐点. 

球面上的点和平面上的点都是脐点，用例6中的方法可以验 
证抛物面上的点 (0, 0, 0) 是脐点(非平点). 

下面将证明这样一个有趣的事实，全部是脐点的曲面仅有球 
面和平面. 

命睡4若连通曲面* S 的所有的点都是脐点；则 S 必包含在 
球面或平面中. 

证明设3>€汉， Z («, 0是5在 p 近旁的一个参数表示，且 
坐标邻域 F 是连通的. 

因为每一点2都是脐点，故对中的任意向量 
an . X u + aiX V) 都有 

AN (vi) =^K(q)w, 

其中久=久( ? )是 r 上的实值可微函数 • 

首先证明 M ?) 在 F 中是常数.为此，我们将上方程写成 
N v a2 = + 

因为 w 是任意的，故 
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N V = KX V . 

将第一式对 w 微分和第二式对《微分,再相减就得到 

入— = 0. 

因为和是线性独立的,故必有 
^ = 0 

对 F 中所有的？成立.因为 K 是连通的，所以 X 是常数 • 

若? ^ o , 则 ¥ u = 趴 = o , 于是，在 r 中，及=及 0 为常向量，所 
以， 

<X(m, v), N o y u =KX(u, v ), -A^o>« = 05 

因此， 

<X(u, v), 汉。> =常数， 

即 7 的所有的点0都在一平面上. 

若 W 0, 则 

X(w, oj) —y N(u, v) (u, v) 

为一定点，这是因为 

(X( M , ① )）“ 

=(Z (M) V) - I iV(M, D) 乂 =0. 

因此， 

\x{u, w-r 卜去， 

即尸的所有的点都在以 F 为中心，为半径的球 面上. 

以上局部地证明了命题，也就是对任一点的邻域作了证 
明.下面来完成定理的证明.因为《是连通的，对《中任意给定 
的另一点 r , 存在连续的曲线 

«： [0, 1]^, 

使《(0)=趴 a ( l )- r . 对这条曲线上的每一点《(«)€ 見存 在它在 
8 中的包含在球面或平面上的一个邻域并使《 _1 (7*)是[0,1] 
的一个幵区间并集«€[0, 1], 覆盖 [0,1], 且因为 
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[0,1] 是闭区间，它可以由族 { a — xr ,)} 中有限个元素覆盖(参看 
Heine - Borel 定理，第二章附录的命题 6). 所以，《([0, ].]) 可以 
由邻域 h 中的有限个覆盖. 

若这些邻域中有一个邻域内的点都在一平面上，所有的其它 
的邻域的点也在这平面上.因为 r 是任意的， S 的所有的点都在 
这平面上. 

若这些邻域中有一个邻域内的点都在一球面上，同样的理由 
说明况上的所有的点都在这球面上，这就完成了定理的证明.证 

毕. 

定义9设 P 是汶中的一点. AOSO 的一个方向称为 s 在?） 
点的渐近方向.如果它对应的法曲奉为零 . S 的一条连通的正则曲 
线 称为渐近线，如果对 (7 上的每一点 p , C 7 在 3) 的切向都是 
渐近方向. 

由定义立即得到，在椭圆点没有渐近方向. 

对渐近方向的一个有用的几何解释可以由 Dupin 标线给出. 
下面将对 Dupin 标线给予描述. 

设？)是 汉中的 一点. 在？) 点的 Dupin 标线是 AOSf ) 中使 
II »( w ) = 土1 

的向量 w 的集合. 

为将 Dupin 标线的方程写成比较方便的形式 ，设^ 7 J ) 是 
(S) 中对标准正交基{〜 e a } 的笛卡儿坐标，且&和是 di % 的特 
征向量.给定 wGr / S 1 ), 设 P 和0是它的“极坐标”,决定于 
W = pv, I V I »*1 
和 

o» = eioo • 夕 +e a sin 沒，若 

由 Euler 公式， 

土 1 = II P (w) = p 2 II, (v) — kip s oos 2 玢 + fc 2 p 2 sin 2 夕 

这里 w - lei + va . 所以， Dupin 标线上的点的坐标④ d 满足方 
程 
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( 1 ) 

因此， Dupin 标线由⑻中的圆锥截线所组成.注意，沿由 W 所 
决定的方向的法曲率是 

/ 5 „ 0 ) = 11 , 0 ) = 土^". 

对椭圆点， Dupin 标线是一个楠圆(匕和匕有相同的符号 ) i 
若这一点是非平点的脐点(如=怂_0),则椭圆退化为圆. 

对双曲点， 知和 知符号相反.因此， Dupin 标线是由具有共 
同渐近线的两条双曲线构成的（图 3-13). 沿渐近线的方向，其法 
曲率 为零； 因此它们是渐近方向.这就是渐近方向这一名词的来 
源,也说 明了在 双曲点恰有两个渐近方向. 


椭困点 

图 3-13 Dupin 标线 

对抛物点,主曲率之一是零, Dupin 标线退化为一对平行时直 
线.这两条直线的公共方向是 在该点 的唯一的渐近方向. 

在§ 34的例5 中 我们将指出 Dupin 标形的一个有趣的性 

质. 

与渐近方向的概念密切相关的是共轭方向的概念，现在将给 
出它的定义. 

定义10设2> 是曲面厶上的一点， A 0 S ) 中的两个向量叫和 
W a 称为共轭的，如果 

〈馬 « wXwi ， dN v ( wO 0, 

在 P 点的两个方向 h 和 r a 称为共轭的，如果分别平行于 h 和 r a 
的一对向量处和是共轭的. 

在共辄方向的定义中，0和0的共轭性质不依赖于％ 和奶 
的选取是显然的. 

由定义可见，主方向是共辄的*渐近方向是自共扼的，此外， 
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在非平点的脐点，任意一对互相垂直的方向都是一对共轭方向，在 
平点,每一个方向与任意的另一个方向都是共辄的. 

设5^6不是脐点，{匕是 T P ( S ) 的标准正交基它决定于 

^p(ei) -- hei ， cZiVp(e 2 ) = - k^ 2 . 

设沒和 < p 分别是 h 与方向 Q 和 r a 所成的角.则^^和共扼的 
充要条件是 


hoosdooaq)^ —iasin^sinip. (2) 

事实上,^和 r 2 共轭的充要条件是向量 

w t = e±cos9+e a sin 6, = eicos4-easing 

是共轭的.所以， 

0 ^{ dN f ( wi ), Wa )=- — iioos 沒 cos ^— A 2 sin 0 siii ( p . 

因此，条件 (2) 成立. 


当匕和趴都不为零时（即 2> 点是椭圆点或双曲点)，借助于 
在 p 点的 Dupin 标线，条件 (2) 导致一个求共轭方向的几何作图 
法.下面将仅就椭圆点说明这个作图方法，在双曲点的情况是类 
似的. 设 r 是上的一条过原点的直线，它与 Dupin 标线相 
交 于扔和 (图 3-14). Dupin 标线在灼和 g a 的切线是平行的， 
它们的共同方向 r ' 就是 r 的共轭方向.我们将这些结论的证明 
作为 习题留 给读者 (习题 12). 



P 3-14 共轭方向的作图 
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习 鼷 

1. 证 明:在 双曲点，主方向平分渐近方向. 

2. 证明:若曲面沿一曲线与平面相切，则此曲线上的点必为抛物点或平点. 

3. 设曲面的 Gauss 曲率咒>0, £7c5 是曲面 汶上的 一条正則曲线.证 
明在 p 点的曲率 

其中恥和 是及在 p 点的主曲率. 

4. 设在曲面沒的每一点都有和 ㈨ |cl. 问: 对曲面汉上的任一 
曲线 C， 是否总有问<1? 

5. 证明 :在点 》€况的平均曲率 

H = i 

其中是在 P 点的沿与某一固定方向成0角的方向的法 曲率. . 

6. 证明:在曲面上的一点，互相垂直的任意一对方向的法曲率之和是常数 • 

7. 证 明:在 非平点，若平均曲率为零，则这一点有两个互相垂直的渐近方 

向. 

8. 描述下列曲面的 Gauss 映照的像在单位球面上所覆盖的 区域： 

a. 旋转拋物面 

b. 旋转双曲面 

e . 悬链面 ® 3 +j/ 3 =cosli a «. 

9. 证明： 

B . 设 W: S— 沪是曲面 S 的 Gauss 映照，《: 汶是冴 上的一条正则 

的参数曲线，且不包含曲面的平点或拋物点，則況。<»是球面於上 
的正则的参数曲线(称为《的球面像). 
b. 若 (7=a(J) 是一条曲率线，是 C 在 p 点的曲率，则 
k = IWatI ， 

其中知是在 P 点沿口的切线方向的法曲率， W 是0的球面像 W 
(C)c 炉在 W(p) 的曲率. * 

10. 设 C 是曲面汉上的一条曲率线,它的任一点的切线方向都不是渐近方 
向，且0的密切平面与曲面的切平面沿 C 成定角.证明： C7 必为平面曲 
浅. 

11. ' 设 : P 是曲面汶的一个椭圆点， r 和〆是在? •点 的一对共轭方向.证明： 

当 r 在^，(汉)中变化时， r 和 r' 所成的角在关于主方向对称的唯一的 
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一对方向达到极小值. 

12. 设 p 是曲面汉的一个双曲点， r 是⑻的一个方向.借助 Dupin 标线 
给出找 r 的共轭方向，的几何作图法并予以证明(见§ 3- 2 末的作 法）. 
•13. (Beltrami-Enneper 定理） 证明： 曲面上的一条曲率处处不为零的 
渐近线在一点的挠率 t 的绝对值_ 

\r\=\/^K, 

其中疋是曲面在给定点的 Gauss 曲率 • 

*14. 若曲面负和曲面私沿正则曲线 C 相交，则 (7 在点 p€ 的曲率 A: 可 
以由下式给出： 

M + 九 | - 2X^008(9, 

其中 h 和 A a 分别是 炎 和的在 p 点沿曲线 C 的切线方向的法曲率，沒 
是馬在 P 点的法向量和私在 P 点的法向量所成的角. 

15. (Joacbimstal 定理）设曲面负和曲 面的沿 一条正则曲线 C 相交， 
交角为 0( P ), peC . 假定 C 是及 1 的一条曲 率线. 证明： 0是5 9 的曲 
率线的充要条件是以 P) 为常数. 

*16. 证明: 坏面上的子午线是曲率浅. 

17 . 证明： 若曲面汉的平均曲率且汉无平点，则 Gauss 映照汉 
-有下面的 性质： 

(dNdN p (w 3 )) = -K(p)(w 1 , w 3 ) 

对所有的汉和所有的 呵， 奶€%(«?)成立.并由上面的条件证明， 
在况 上任意两条曲线的交角等于它们的球面像的交角，最多差一个符 

号. 

"18. 设••，，<分别是 P 点的沿与主方向成角0， 2^/ m , a(w-l) W 
/m 的方向的法曲率. 证明： 

— + = 

其中 H 是在 p 点的平均曲率. 

•19. 设 是汉 中的一条正则曲浅， p€C, a(s) 是 C 在 p 近旁的参数表 
示， S 为弧长，且 a(0) = R {t, 塒是心以)的一组标准正交的正基，且 
t-=a'{0). Ccr 及在 p 点的测地挠率％定义为 

证明： 

a. T 5 =(fti-fc3)ccis?)siiip， 其中是从 ei 到 f 的角 • 

b. 若 t 是 (7 的挠率， w 是 C 的主法向量, c os 0=<W, w>, 则 
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c . 5的曲率线可以由测地挠率为零这一性质刻划. 

*20. ( Dupia 定理）在 R 3 的一个开集汀中的三族曲面称为 三重正交系， 
如果过 c 中的每一点 peu 都有各族中唯一的曲面经过，且它们是两 
两正交的.利用习题19的证明 Dupin 定涅： 三重正交系中的曲面 
彼此相交于曲率线. 

§3-3 局部坐标中的 GauM 映照 

在前一节中，我们引进了与 Gauss 映照的局部性质有关的一 
些概念.为强调它们的几何意义，在定义中没有利用局部坐标，一 
些简单的例子都是由定义来直接计 算的; 然而,在处 理一般 情形时 
这样做是不方便的.在这一节中，我们将得到第二基本形式和 
Gauss 映照的微分在坐标系中的表示式.这将给出为计算具体例 
子的系统方法.此外,为对上面所引进的概念作更详尽研究,所得 
到的一般表示式也是不可缺少的. 

在这一节中，假设《的所有的参数表示 X : UcR ^ S 都与 S 
的定向及相容. BP , 在 X ( t 7) 中， 

- 

设 W 是曲面占在近旁的一个参数表示， «(#) = 
X { u ( i ), r ( i )) 是汉上的参数曲线，且 <0)=^ .为简化记号，约定 
下面出现的所有的函数表示它们在 P 点的值. 

«(0在 P 点的切向量是说 '+ K 以及 
dN(a')v{t)) 

因为队和 仄是八 ⑻中的肉量,所以,它们可以表示为 

Nu=atxX u+aa X V) 

N^a^Xu+aaiX v , 

于是， 

dN ( a ') — ( oiiW , + OiaV , )-^ u + (. dzH ^+ aaiV ') 

因此， 
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这就表明，在基 { X «, 中，是由矩阵(叫 H ， 卜1，2给 
出的.注意，这个矩阵未必是对称的，除非 U 是一组标准 
正交基. 

另一方面，在基 {X u , 中，第二基本形式的表示式为 

n P («0 =-<d#(cO, 心= -<#〆 + k x u u r +x v vy 
= e + 2 /m V + jr ( y ) 2 ， 

其中，因为 <iv, x u y^(N, x,>=o, 
e — d Z U > =〈A' X MB >, 

f _ — <N V> X„> = <^ x w > = 〈汉， XXN V ， X„>, 

g--<N v , X„>=<^ x eo >. 

借助系数 6 /, 5 T 我们来求咖的值.由方程 (1), 得到 
— / = ( N Ur X v > = 011- F 4- a al G -, 

—f = H X u y = a li E+a2zF, 

—e = <iV^ X u y= anE-\- a^F , 

— g=H ^v} = a la F+a 2 s&, 

其中 E, F , 和沒是第一基本形式在基 {X tt ， 中的系数（参 
看 §2-5). 关系 (2) 苛以表示为矩阵形式： 

-I 6 f )J an H; (3 〕 

\f 9 ) \ «12 aaa)\F GJ 

因此， 

fan a ssl \_/e f\iE F\~^ 

Ui. a aa J — —\/ g)\F Oj 3 
其中 （ 广 1 表示矩阵（ ） 的逆.容易验证， 

(E FV 1 1 / a -F\ 


由此就得到在基{工《, 中 dW 的系数矩阵(叫)的表 示式: 


. gF—fa 
EGf _ F 2 ’ 
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由方程 (3) 立即得到 

^= det (««)= ⑷ 

现计算平均曲率.因为―匕 是抓 的特征值，所以，对某些 
託八⑻1和如满足方程 r 

dN (v) — —kv= —klv, 

其中了是恒同映照.这就得到线性映照丄 V + AI 是不可 逆的； 因 
此，其行列式为零.所以， 

de / ail + i « la \ o 

\ 05^1 aas +无 / 

或 A 2 十 A (011+ +05:11022 — asifl!ia = 0. 

因为 h 和知 是上面的二次方程的根，所以 

丑=去 d + 女 2) = -4 (%1+<*22) . 


1 eQ-2fF+qE 
~2 EG—F 2 ""■ 


(5) 


因此， 

h a - 2 Hk+K = 0 , 

所以， 

h = S±-J H^-K . ⑹ 

由这个关系式得到，若选 l(?)>fc a (2), qeS , 则函数五^和 
£^在日 上是连续的.并且，匕和如在石上是可微的，也许要除 
去 S 的脐点(丑 a = 疋). 

在这一章的计算中，将采取下面的简短的 记号： 
w} = (Uj Vj w), u, v, «>G R®. 

右端表示一个 3x3 矩阵的行列式，这个矩阵的列(或行)是向量 
v , w 在 R 3 的规范基中的坐标. 

例1计算环面上的点的 Gauss 曲率，设给定环面的参数表示 
(参看 2-5 节的例 6) 

X (Uj v) = ((o+roosM)coa®, (o+r cosM)sim), rsin«). 
0< u <23 f , 0< v <2 x , 
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为计算 e , /, £ f , 需要知道汉(于是要计算 D ， I ， 

和 Z 仰： 

(― r sinwcos^ —rsinwsin-y ; roosw), 

( —(a+rcost^sinw ， (a+roosw)cosu, 0), 

X uo = (—o'coswcos^ — rooswsin — r sinw), 

X uv = (r sinw sin v } —r sin ttoos^ 0), 

( —(a+rcosWcos% — (a + rcosw)sintj, ())• 

由这些得到 、 

JS = <X Uj XX F = <X ttJ X,> = 0, 

(J = (X V} X v y= (a + tcobu) s , 

又因为 ^s/EQ-F\ e^<N 3 I«„>, 所以， 

/ x \ = d ， 叉吣 ， U = r a (fl + roosu) 

e ~\\X u /\X v f^ 入中 J EfW 一 r(a+r 刪 ） r . 

类似地计算得到 


(■ Z~ Uj X v , ^ m ~) = ( 
r (a + r cos u) 


( Xyj 叉 t ? t ?) 
r (a + r oosw) 


OOSM ( fl 5 + rCOSw ). 


最后，由 5 T = —，) 得到 


r(as+r oosw) • 

根据这个表示式，沿纬线 《= f 和《=•^的 [= o ; 所以，送 

些纬线上的点是抛物点.在由 f <«<| 给定的区域中是负 
的（注意7*>0和《>4所以，在这个区域中的点是双曲点.在由 
■或 < w <2 jf 所给定的区域中， Gauss 曲率是正的，所 

以,在这个区域中的点是椭圆点（图 3-15). 

作为第二基本形式的坐标表示的一个应用，我们将怔明一个 
命题，它给出曲面上在椭圆点或双曲点邻近的点相对于这一点的 
切平面的位置关系.例如，察看例1中环面上的椭圆点,我们发现, 
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曲面位于该点的切平面的一侧（图 3-15). 另一方面，若 P 是环面 
T 的一个双曲点, Fcr 是 p 的任一邻域，则 F 中必有在7, ⑻的 
两侧的点，无论7是如何的小.这个例子反映出曲面的一个一般 
的局部性质,现描述为下列命题. 

命题1若是汉的一个楠圆点，则存在少在这中的邻 
域 r , 使 r 中所有的点都在切平面％(奶的同侧. 若 ㈣ 垦 s 
的一个双曲点，则在汉的每一个邻域都有在 AOS ) 异侧的点. 

证明设 Z («, 0是汉在2> 附近的一个参数表示，且 X (0, 
0)1. 从点到切平面 T , ⑻的距离（图 3 - ie ) 
rf -< X («,*)- Z (0, 0), N ( p )\ 
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因为 X { u , W 是可微的, 故有 Taylor 公式： 

X { u , v )= X ( 0 J 0) + X v u + X v v 

+ 去 （ _2T«uW 2 +2_2 _ )J1) w +^ vv v 2 ) + 

其中各导数在 (0, 0) 取值,余项苫满足条件 


由此得到 

d={x(u, V )-X{0, 0),N(p)y 
= N(p)y^ + 2{X UV , N(p)}m 

. +〈&„, iV ( P ) V } + _B 

= 备(似 2 + 2 fuv + g ' u 3 ) +B 
=^ n p ( w)+R 

其中 jR = <- B , W ( p )>, 且 lin ^( jR /| w | 2 ) =0. 

对椭圆点九珥 ㈣ 符号 不变. 所以,对所有的充分接近于 p 
点的 (《, r ), d 与 II P («0 有相同的 符号； 即，所有这样的(《， <») 都 
在 A (50 的同侧. 

对双曲点朽的每一邻域，都存在点 ( W , W 和 ( h ❼使 
ii p ( w / H ) 和 n ,(5/ M ) 有相反的符号(这里6= 

它 们在％ oso 的异侧.证毕. 

在抛物点和平点的附近没有如命题1所说的性质.在 §3-1 
的例 3 和例 6 中的抛物点和平点，曲面处在切平面的一侧,且可以 
与切平面有一公共线.在下面的例中，我们将指出一种可能出现 
的完全不同的情况. 

例2 “猴鞍面〃(图 3-17) 

- m—u 3 y — ^ t 2^w s —3oj a t4, 

直接计算得到第二基本形式的系数在〔0, 0) 的值为 
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所以 ， （0, 0) 是平点.然而，在这一点的任一邻域都有在切平面两 
侧的点. 

例 3 考虑由曲线 

z， s , ~1 <z<1, 

绕直线旋转得到的曲面(见图 3-18). 经简单的计算表明，由 
原点0旋转生成的点都是抛物点.我们将略去这个计算,因为，在 
例4中将直接证明旋转曲面的纬圆和经线都是曲 率线； 由这个事 
实，以及，对问题中所说的点，经线(形如的曲线)的曲率为 
零,而纬圆是法截线,这样就得到上面的结论. 

注意，在这样的抛物点的任何邻域都有在切平面异侧的点. 

第二基本形式在局部坐标中的表示，对渐近方向和主方向的 
研究是特别有用的.先看渐近方向. 

设 X 是曲面 S 在沪€8附近的一个参数表示，且工 (0,0) 
*= p , 并设 e ( w , T ) = e , /(% "*/ 和 Sf («, v ) -=£f 是第二基本形式 

在这个参数表示中的系数. 

我们回忆一下(见 §3-2 定义9)， 在工的 坐标邻域中，一条 
连通的正则曲线 C 为渐近线的充要条件是对 C 的任何参散表示 
a(f)-X(u(i), v ( t )), 吒 I, 均有 11(«'(0)=0 对一切 成立 
(见§ 3-2 的定义 9), 即，必须且只须 
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e(uy + 2fuW+g(v , y^0 1 t^I, ⑺ 

因此，方程 (7) 称为 漸近线的微分方程.在下一 节中，我们将对这 
一 表示式给出进一步的说明.现在,我们仅需从方程 (7) 作 出下面 
的有用的结 论:在 双曲点(印一尸<0)的一个邻域，一个参数表示 
的坐标曲线是渐近线的充要条件是 e = = 

事实上，若曲线心常数,《 = 和曲线《 = <#)，《 =常数都 
满足方程 ( 7 ), 则有《 1 = 0 . 反之， 若上条件成立和/ — 0 , 方程 
⑺变成 /«V = 0, 显然,坐标曲线满足这一方程. 

现在考虑主方向,并沿用前面已经建立的记号. 

在 X 的坐标邻域中的连通正则曲线 (7 是曲率线的充要条件 
是对 C ? 的任何参数表示《(0=1(<0, v ( t )), 圯 I ,均有（参见 
§3-2 命题 3) 

由此得到函数 w ' ⑷， 《'( i ) 满足方程组 



由上列方程组中消去 A 就得到曲率 线的微分方程 

(JE-eF) (O a + (gE—eGf)uV+ (gF-fQ) (v 1 ) =0, 
并可以将它写成如下的比较对称的 形式： 
wy -mV «) s 

E F Q =0. ( 8 ) 

6 f 9 

利用主方向是互相正交的这一事实，从方程 (8) 容易得到，在 
一个不含有脐点的邻域中，一个参数表示的坐标曲线是曲率线的 
充分必要条件是歹=/ = 0. 

例 4( 旋转面）考虑参数表示为 

X {u } v) = (9 >(d)oos p(<y)sinM ， <p(v)), 

0<u<2 ； m, a<v<l, <p{v) ^0 
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的旋转面(见§ 2-3 的例皋这里分别用 p 和少代替/和 fir ). 

第一基本形式的系数为 

F = O f G ^ OpV + Ol / y . 

为方便起见,假设旋转的曲线以弧长为参数，即 
Cp ， ) 2 +( f ) a = G £ = l . 

直接计算得到第二基本形式的系数 

(工 《， ^ V , 工 MU ) 

—g>smw tp'tx&u —q>cmu 
= " ^/' EQ^W (p °° au 一炉 sinw 

一 0^0 

= 一抑 

/ = 0, g «- i [/ Y . 

因为 f =/ = 0, 所以，旋转面上的纬线 常数) 和经线 (《 = 
常数)都是曲面的曲率线(例3中所用的结论 )• 

因为 * 

eg-f -一 WV ， 一 w ) 

EQ — F ^ <p 

和?》是恒正的，这就得到曲上的点是抛物点的条件为母线 
的切线垂直于旋转轴) 或 〆 W -> A >〃=0( 母线的曲率为零).同时 
满足上述条件的点是平点，因为由这些条件就能推出 卜卜 g 喊 
为方便起见，将 Gangs 曲率写成另一种形式.对 (?0 a + m a 
_1 作微分就得到 

< pY 篇- 

所以， 

K -一 </ rW ，一 t /> V ) O / OV+OOV £_ 

<P 9 <P " 

W 

对旋转面，方程 (9) 是 Gauss 曲率的有用的简便的表示式.例如， 
它可以用来决定常数 Gauss 曲率的旋转面(参看习題 7). 

为计算其主曲率,我们首先指出下面的一般性的结论:若正鲥 



面曲面的一个参数表示使 F = f ^ O , 则其主曲率为 e / E 和 gH 
事实上,在这种情形，其 Gauss 曲率和平均曲率分别为 


1 eG~gE 
"2 EG 


(参看方程 (4) 和 (5)). 因为 K 是主曲率的乘积, 2丑是主曲率的 
和，由此立即得到我们的结论. 

于是,旋转曲面的主曲率为 


因此，这种曲面的平均曲率是 

丑 _i ^ (11) 

2 (p * 

例5曲面经常被给作为一个可微函数 
t^h(x, y) 

的图(参看 §2-2, 命题1)，这里(％ 2/) 属于 R a 的一个开集口.这 
时，手边能有有关概念的一些公式是较方便的，为得到这些公式， 
先将曲面用参数表示为 

X { u , v ) = ( u } v , h { u , v )), ( u , «) eU . 

其中经简单的计算得到 

X U =(1, o, K), x^co, l, K), 

Iu«=(0, 0, h uu ) 3 X OT -(0, 0, h uv ) } X iW =(0, 0, h m ). 
所以， 

N(<c, y) 1 ) 

、 ，y) (i+hi+hly^ 

是曲面上的单位法向量场，并且，对这一定向，其第二基本形式的 
系数为 

e = _ 办咖 


/ ^_ 

r {i^hi+hiy^ * 
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9 (1 + 紀+岣)0 • 

由上面的表示式，需要的公式都可以经过简单的计算得到 •例 
如,从方程 (4) 和 (5) 就得到 Gauss 曲率和平均 曲率： 


(1+hi+hiy' 

jj (x+h 2 x )h w -2hji v h cv + a+hn 

{ l + hl + hiy ^ . 

经常要讨论由 ^ h ( w , y ) 表示的曲面的另一个也许是更重要 
的理由是,任何曲面在局部都可以表示为一个可微函数的图（参看 
§ 2-2, 命题 3). 给定曲面汉上的一点我们总能选取 R 3 的坐标 
系使坐标原点就在 P , 且2轴的方向就是曲面的正法向（所以 ，吵 
平面与 r ,( s ) —致).这样, S 在 p 点的邻域就能表示为 
z ^ h { x , y ), ( x , y ) €?7 cR a . 

其中， t / 是一个开集， A 是一个可微函数(参看 §2-2, 命题 3), 且 
h (0, 0)- p , K (0, 0)=0, h v (0, 0) =0( 图 3—19). 



图 5-19 S 的每一点都有邻域使之能表示为 y ) 

在这一情形，这的第二基本形式在点对向量0, 2/)€ Ra 的 

值为 

0)^+2^(0, 0) 叩+、(0, 0) 〆 . 

在二元初等微积分中，上面的二次型就是熟知的&在 （0, 0) 的 
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Hesse 函数.所以， A 在 (0, 0) 的 Hesse 函数就是占在 p 的第二基 
本形式. 

应用上述考虑给 Dupin 标线一个几何解释.沿用上面的记 
号,并设 s 是一个小的正数,使得 

0 = {(^ y) eT t (S)-,h(a;, 2 /)-s> 

是一条正则曲线(必要时可以改变曲面的定向以使 s>0 ). 我们想 
说明，若 P 不是平点，则曲线 O “近似地”相似于 S 在 p 点的 
Dupin 标线（图 3-20). 

为此，进一步假设 ® 轴和1/轴的方向是主方向，且 ® 轴沿最大 
的主曲率的方向.于是，/ = h (0, 0)=0, 且 

^l(p) = = ^ItiT (0j 0), 

左 a 〔: p ) = I =(0, o ). 

将方 O , 0在 (0, 0) 作 Taylor 展开，并考虑到 K{0, 0) =0，h v (0, 
0), 得到 

h(x, 1/)=y( A *»(°> 0)* 2 + 2^(0, 0) 吻十心 (0, 0)^)+Jt 
其中 

lim - A - =q 

(»,|0"» C 0.0) 05 2 十 J/ a • 

于是，曲线 O 由方程 

系 i ® 8 + 左 a 2/ a +2 jR = 2 a 

给出. 

若 P 不是平点，我们能把曲钱 

^ + W =23 

看作是 (？ 的一阶近似,经相似变换 

x=x\ / 2s ; y^y^J 2s , 

则就变为曲线 
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图 3-20 


这就是在2> 点的 Dupin 标线.可见，若 p 不是乎点，则平行于3^ 
( S ) 而与 p 充分接近的平面与曲面的交线在一阶近似范围内是一 
条与点的 Dupin 标线相似的曲线. 

若2> 是平点，上述解释未必成立(参看习题 11). 

在这一节的末尾，借助于 Gauss 映照 S -^ S a , 我们将给 
Gauss 曲率一个几何解释.实际上, Gauss 本人正是这样引进这个 
曲率的. 

为此,首先给出下面的定义. 

设《和5是两个定向的 曲面. 穴是一个可微的映照， 
并假设对 S 上的某一点？ ，知, 是非奇异的.炉称为在 P 点是保 
持定向的,如果对 r P ( SO 中给定的一组正基{他， w a }, ， 

咖 p (» 3 )} 是 y ^ oOSO 的一组 正基. 若{和《>0：0, _ O a )} 不是正 
基，则 P 称为在 P 点改变定向 • 

注意到曲面 s 和单位球面妒都是嵌入于 R s 中的,所以, S 的 
定向况诱导炉的定向况.设使非奇异.因为，对 
r P 08) 的一组基{% «；*>, 
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dNpiwi) A dN 9 (w a ) = det (dN f ) (wjAwa) = KwiKw^, 

所以，若 I(p) >0, 则 Gauss 映照在 p 点保持 定向; 若 K ( p )<0, 
则 Gauss 映照在 p 点改变定向.其直观意义如下（图 3-21): T t (S) 
的一个定向，对 S 上围绕 P 点的小的闭曲线，诱导了一个 定向； 这 
些曲线在 W 下的像将与原来的曲线有相同或相反的方向，这分别 
依赖于 P 点是椭圆点或双曲点. 

考虑到这个事实,我们约定, 在一块 包含在^¥=0的连通邻域 
V 的区域上，若 K>0, 则区域的面积和它的经 Y 的像的面积有相 
同的 符号; 若 ZC 0, 则有相反的符号(因为 r 是连通的， f 在 r 
中本改变符号）. 



现在我们对^¥=0的情况说明前面所提到的 Gauss 曲率的几 
何解释. 

命题2设 p 是曲面汉上的一点，且 Gauss 曲率 I ( p ) #0, 
F 是 3) 的一个连通的邻域，且在其中 Z 不改变符号.则 
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其中 i 是 F 中包含点的一个区域 jB 的面积，崖是 B 经 Gauss 
映射的像的面积.极限是对收敛于 p 点的一个区域序 
列尾取的，其意义是，对包含 P 点的任一个球，所有的反必包含 
在这个球内，只要《充分大. 

证明5的面积是(参看 §2-6) 

-4=JJ | X K /\X V | ckc dv, 


其中0是曲面的一个参数表示，其坐标邻域包含可以 
假设为充分小)，及是平面上对应于 J 3 的区域，的面积是 

R 

利用方程(1乂 [的定义,初上面的约定,可以将1表示为 

A! -j|^| X U /\X V \duch. (12) 

R 

取下面的极限,并仍用丑表示区域丑的面积,得到 


]-jrn 




lim (1/JO ^K\X u /\X t \du&o 
lim (1/B) |[HAX v |d«dD 


(注意，这里已经应用了重积分的中值定理)，这就证明 了命颳 .证 


毕. 

注将这个命题和乎面曲线 C 在: p 点的曲率的表示式 


^ = ltm — 

«-*o s 

(其中 s 是 (7 上包含 P 点的一小段孤长， o •是它在切线标线中的 
像的 孤长; 参看 §1-6 的习题 3) 作比较，我们看到，曲面的 Gauss 
曲率 JT 是平面曲线的 曲率& 的类比， 



[166] 


第三章 Gau SS 映照的几何学 


习 M 

1. 证明: 在双曲拋物面上的点(0, 0, 0), 

B：=-o a ; 丑 =0. 

*2. 求螺旋面 

x—vGosu t y — vsinu, 0 — cu 
的渐近线和曲率线,并证明其平均曲率为零. 

*3. 求悬链面 

X(u, v) = (cosh-y cos m, cosh t--sin«, v) 

的渐近线. 

4. 求曲面的渐近线和曲率线. 

5. 考虑参数曲面 (Enneper 曲面） 

X{U, V) = {u-^-- s rUV i , + M a - V^j, 

证明： 

a . 第一基本形式的系数是 

B=G = (1 十 M 3 十沪) 2 , F=0. 

b. 第二基本形式的系数是 

e=2, g— -2, f — 0. 

c. 主曲率是 



d. 曲率线是坐标曲线. 

6. 渐近线是 W+U = 常数和常数. 

6. (K=-l 的曲面•，伪球面） 

• a . 决定平面曲线 C 的方程，它的切线在切点和与曲线不相交的某条 
直线 r 之间的线段的长恒为 1C 这样的曲线称为曳 物线； 见图 1-9). 
b. 将曳物线绕直线 r 旋转得到的旋转面称为伪球 1( 见图3- 22 ),在 
正则点的邻域给曲面一个参数表示. 
o. 证明: 伪球面上任一正则点的 Gauss 曲率都是 -1. 

7. (常曲率的旋转面).设 

«v)cosw, (p(i))sinM, i|/(«» 

是具有常数 Gauss 曲率 i： 的旋转面.为决定函数史和也设参数 r 使 
0') 2 +(«|/) 2 =1(其几何意义是，《是母线 (?>(«), <K«)) 的弧长).证明： 
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«• 炉满足9»"+咒9»=0,少由屮 =[ V 1- (< p'y dv 给出; 所以, 0<«< 
v 的 E： 域使上面的积分有意义. 

b. 与: rC 也平面垂直相交、且具常数曲率 K = 1 的所有旋转面由下式给 
出： 

<p(v)=Caosv, i|;(v)=J \/i—C 2 sin 2 v dv, 

其中 C 是常数 (£?=〆())). 试决定 《 的区域，并分别对 C=l, C>1, 和 
0 < 1 的情況(见图 3-23) 作出曲面的剖面草图.注意,，=1给出一球 

面. 

c. 具有常数曲率2 = -1的所有的旋转面必为下列类型之一： 

1. <p{v)^G cosh. v } 

帅 ;)=| V l—O a sinh u v dv. 

2. piy^ — G sinh^ 

i//(u)=| U V1—C 2 cosh 2 v dv 0 

3. p(v) =e v , 

屮⑻ ==J o l — e 2v dv t 

决定 v 的区域,并作出曲面在從平面的剖面的草图， 

i. 在 C 中类型3的曲面是习题6的伪球面. „ 
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e. 咒三0的旋转面必为正圆柱面，正圆锥面或平面. 

8. (曲面的>2的阶接触）设曲和 S 具有公共点 p , 若5和 S 分别 
有在 P 点附近的参数表示X和使 

X U =X U , X„=S t ,, 

= ^-uul -^-Ul ^ 

在 P 点成立，，称汉和及在 P 点有 > 2 阶的 接触. 月： 

• a , 设 S 和 S 在 J ) 点有 >2 阶的 接触; 汉和 X Z 7 —5 分别是汉 
和及在 P 附近的任一参数表示;/: FcR*—R 是 R 8 中 p 点的邻域 
y 上的可微函数.则 /°X 的 <3阶的偏导数在 n( P ) 全为 

零的充要条件是/。足 U^B. 的<2阶的偏导数在 x-\p) 全为零. 
•b . 设沒和及在 p 点有 >2阶的接触， p / Oc ，y) 和名 =70, y) 分别 
是汉和及在 P 点一邻域中的方程, 这里® y 平面是二曲面在点 P= 
(0, 0) 的公切面.则函数 /(®, y)-J(» 5 y) 在 (0, 0) 点的 <2阶的 
偏导数全为零. 

c. 设 P 是曲面 R 3 上的一点，是 R 3 的一个笛卡儿坐标系，使 
0 = p 和呼平面是5在 p 点的切平面. 证明： 由《=/(», !/)在？= 
(0, 0) 的 Taylor 展式中略去三阶和高阶项得到的抛物面 

<* 3 /™ + Wfvv) (*) 

在 P 点 与汉有 >2 阶的接触（曲面 （•） 称为 S 在: P 点的密 切抛物 

面) • 

M. 若一抛物面(包括平面和抛物柱面这样退化的情形)和曲面汉在 P 
点有 >2阶的接触，则此抛物面就是 S 在 p 点的密切抛物面. 

•• 若曲面《和 S 在 P 点有 >2阶的接触，则它们在 P 点有相同的密 
切抛物面.并证明，在 P 点有相等的 Gauss 曲率和平均曲率. 

f. 证 明:有 >2阶接触的性质经 R 8 的微分同胚 不变； 即，若 S 和 S 
在 P 点有 >2阶接触，奶 R 8 是一个微分同胚，则 ？>(w) 和 
?>(§) 在? KP) 有 >2阶接触. 

g. 若冴 和汶在 P 点有 >2阶接触，则 

r -*0 r 2 

其中是垂直于 r p (s)=r p (S) 的直线被二曲面所割的线段的长, 
r 是从 J) 到这条直线的距离. 

9. (曲线的接触）定义在 R 8 中具有公共点 P 的正则曲线在 P 点有>» 
(n 是>1的整数)阶的接触，并证明： 
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». 阶接触的性质经微分同胚不变. 

b . 两条曲线在 p 点有>1阶接触的充分必要条件^它们在 P 点相切_ 

10. (曲线和曲面的接触)设曲线 C 和曲面况有公共点‘如果存在5上的 
过 P 点的曲线5,使 C 和0在 p 点有>»»阶接触 (《 为>1的整数)，则 
曲线 c ? 和曲面汶称为在 p 点有阶接触,证明： 

a . 若 /(* u )=0 是汶在 p 点的邻域的一个表示， a (0 = «0, 
y ( t ), *(0)是曲线 C 在 P 点附近的一个参数表示，且《(0)则 C 
与汶在 P 点有>»阶切触的充要条件是 

/(*(0), y(0), 《(0))=0, -|f =0, -^-o, 

这里的导数是指在 t =0 的值. 

b . 若一平面与曲线 C 在 p 点有 > 2 阶的接触，则此平面必为 C 在 p 点 
的密切平面. 

0 . 若一球面与曲线 C 在 p 点有 >3阶接触, a !>) 是曲线的一个参数表 
示, s 为弧长，且 a (0)= p , 则此球面的中心为 

«(0)+去》+备6. 

这样的球面称为曲线 C 在 P 点的 密切球面. 

11. 考虑例2中的猴鞍面.用§3-2的定义作出它在 P = (0, 0, 0) 的 Dupin 
标线，并将这个标线与平行于 T »(^) 且与 P 接近的平面和汉的交线作 
比较.为何它们不是“近似的相似”(参看§ 13的例 5)? 指出在 S 3"3例 
5的证明中何处不能成立. 

12. 考虑参数曲面 

t)) = (sintt cos V, siausint), eosw+logtan ~+<p{u)^, 

其中 f > 是一个可微函数.证明： 

a . 曲线常数包含在通过^轴且与曲面交成定角8的平面上， 0 决 
定于 



并说明曲线幻=常数是曲面的曲率线. 
b . 曲线《=常数在切 点和* 轴之间的切线段长恒为 t 并说明曲线 《=* 
常数是曳物线(见习题 6 ). 

13•设 F: R*—R* 是一个相似映照,它定叉为 
F \ p )= Cp , peB , 

C 为正的常数. ScR 8 是正则曲面, F (< S )=^ 证明 S 是正则曲面，并 
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找出汶的 Gansa 曲率兀和平均曲率 H 与 S 的 Qauaa 曲率 Z 和平均 
曲率3之间的关系式. 

14. 考虑由曲线 

y=a^ ， —l<a;<l 

绕直线 *=1 旋转所得的曲面. 证明： 由原点(0, 0) 旋转得到的点都是 
曲面的平点. 

*15. 给出曲面的一个例子,它有一个孤立的抛物点 P (即，在 P 点的某一邻域 
中不包含其它的抛物点). 

*16. 证 明:在 紧致的(即，在 R 8 中是有界的和闭的）曲面必有一个補圆点. 
17- 对不可定向的曲面定义 Gauss 曲率.能对不可定向曲面定义平均曲率 
吗？ 

18. 证明: 图 3-1 的 M 6 bius 带能用参数表示为 


«) = ((2 — Dsin 吾 )sin m , (2 — « sin 皆) cos m , « cos 吾), 
其 Gauss 曲率是 

K= _1__ 

|-i u a + (2 - usin («/2)) a | 2 * 


•19. 求单叶双曲面 

的渐近线. 
*20. 决定椭球面 


* 2 +y 2 -* 2 =l 


X 1 

W 


4 + 


妥=1 


的脐点. 

♦21. 设汐是具有定向汉的 曲面. Tc; 沒是及中的开集， /:rc5^R 是 P 
上的可微函数，且恒不为零.外和仍是 F 上的两个可微的切向量场， 
使在 F 的每一点 P, 外 与处 垂直且处 A 仍=汉. 
a. 证明 :卩的 Gauss 曲率亙为 



这个公式的优点在于，由对/的巧妙的选择，常常可以简化 K 的计 
算，见 b . 

b . 利用上面的结果证明，若/是 


7吾 + l r+ 含 


在椭球面 
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. 5+l + 4 = 1 

上的限制 , 則椭球面的 Gauss 曲率是 



22. (Hesse 函数） 设卜汶 —R 是汶 上的一个可微函数， p e S 1 是7»的临界 
点（即劭 s =o). 设 《€r P 0?), 

O ； (-8 ； S')^ 

是一条参数曲线，且 《(0)=h Y(0)=«； .命 

a. 设07: J7—S 是5在 P 近旁的一个参数表示，证明(这里， P 为 &的临 
界点是实质性的条 件)： 

H v h {u'^ + v'x u ) =hM (m-) 2 +2^„(p) M V + h» (v'y. 
并推断 H f h : r/s)— r 是 r P 0S) 上确有定义的二次形式(即，它不 
依赖于 Ct 的选择). H p h 称为 A 在 p 点的 Hesse 函数^ 

b. 设卜及 —R 是冴相对于 r P os〉 的髙度 函数； 即 

Hq) = (q-p, N、pY), qe S. 

验证 p 是&的临界点，于是， Hesae 函数 H p h 有意义.证明:若 
T r {S) r 卜|=1,则 

= 曲面在 p 点沿切方向的法曲率. 

由此推出，相对于 AOS) 的高度函数在 p 点的 Hesae 函数是汉在 p 
点的第二基本形式. 

23..( 曲面上的 Morse 函数）可微函数 A: 这 —R 的临界点 P € S 称为非退 
化的，如果与二次形式丑4( 指&在 P 的 Hesse 函数,参看习题 22) 相对 
应的自伴随线性映照（参看第三章的附录 ） 是非奇异的，否则就称 
为退化的 .沒 上的一个可微函数称为 Morse 兩数,如果它的所有的临界 
点都是非退化的.设汉 c R*—R 是汉对一点 r 的距离函数，即 
h T {q) = V (q-r, q-r) , q^S, r£R s , r 车 S. 
a - 证明: 点 P€ <5 是 A r 的临界点必须且只须直线 pr 是沒在 p 点的法 
线. 

b . 设？是^的临界点, wer,0S), |w |= l, a； (-e, 8)〜S 是 
一条以弧长为参数的参数曲线，且《(0>=外《'(0)=«，证明： 

HA ( W )= W - ^ 

其中 fc„ 是在 p 点沿 U； 方向的法曲率，并推断若{勿， 《»} 是 4(5) 的 
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标准正交基，且 h 和是在 P 点的主方向，則自伴随线性映照 a 9 \ 
在这组基中的表示是对角化的;进一步， p 为 K 的退化临界点的充 
要条件是 KCP ) =1/匕或 ft r (p)=l/* 2 , 这里 *1 和&是在？点的主 
曲率. 

c. 证明 :集合 

S= {r € R 3 ; 是 Morse 函数 } 

是 R 8 中的开的和稠密的点集，稠密的意思 是:在 中给定任一点 
的每一个邻域都有 _B 中的点存在(这就证明了在任一正则曲面上有 
“许多” Morse 函数 ；)， 

24*. (局部凸性和曲率）曲面沒 c:R 8 称为在点 pes 是局部凸的，如果存 
在 P 的一个邻域 FC 氏使 F 包含在由4(況)决定的 RS 的一个闭的半 
空间之内.进一步,若 F 与 T 人 S ') 只有一个公共点，则《称为在?)点是 
严格局部凸的. , 

»• 证明: 若汉在 P 点的主曲率非零且具有相同的符号(即， Gauss 曲 
率 E：(p)r>0), 则汉在 P 点是严格局部凸的， 
b • 证明: 若汉在 P 点是局部凸的,则在 P 点的主曲率不能有相反的符 
号（于是, i：( P )>0). 

c. 为说明兀>0并不保证局部凸性，考虑曲面 

/(*, y)^^{l+y 2 ), 

它定义在开集 

叫(％ y ) € R 2 ; ^<1} 

上.证明:这个曲面的 Gauss 曲率在17上是非负的，但在(0, 0 )eU 
不是局部凸的 C 由 B. Saoksteder 得到的二个深入的定理可以知道， 
这种 例子不 能扩充 到整个 R 2 上， 如果 我们坚 持要求曲率保持非负 
的话;参看 §5-6 的注 3). 

M. C 中的 例子在下面的局部意义中也是很特殊的.设 p 是曲面沒上 
的一点， 幷存在 P 的一个邻域 F C5 使在卩上的主曲率不能有相 
反 的符号(这里的情况 c 中的例子不会发生).证明在 p 点是 
局部凸的. 

§3~4向置场， 

在这一节中，将利用常微分方程的基本定理 C 存在，唯一，以及 

[注]初读时这一节可以略去. 


S 3-4 向置场 [ m ] 

对初始条件的依赖性)来证明曲面上某些坐标系的存在性. 

如果读者愿意假定在本节末尾的推论2, 3,和4的结果(没有 
读这一节对这些结果也能够理解)，本节中的材料在初读时可以略 

去. 

首先，将对我们打算使用的关于微分方程的材料给予几何表 


示. 

在开集 t/cR* 上的向量场是一个映照，对每一点 getf, 它都 
对应一个向量 w ( q ) en a . 向量场 w 称为可微的，如果对它的坐标 
表示？=(% y), y), 6(3；, g/)), 0 和 6 都是 0 ■中的 

可微函数. 

从几何上看,定义说明，对每一点0, 对应的向量的坐 

标 y) 和 6(®, */) 可微地依赖于0, 《/) 变化（图 3-24). 



图 3-24 

以下我们将仅考虑可微的向量场. 

在图 3-26 中给出一些向量场的例子. 

给定向量场切，自然要问，是否存在这个向量场的轨线，即， 
是否存在可微的参数曲线《(«)-0^), «/(*)), tei , 使 《'(*)- 

例如， 向量场 w{x, y) - (*, 的经过点价)的轨线是直 
线 a (0**0» e *, Uq^), t€R, 向量场 w (®, y) =- {y, 一 的经过点 
(® o , yo ) 的轨线是圆泠(*)=(矿血古， rcosi ), ^-* 0 +«/ 0 . 

用常微分方程的语言来说，向量场切决定一个常徽分方程组， 
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« 的轨线就是方程组 (1) 的解. 

方程组 (1) 的解的（局部）存在和唯一的基本定理等价于下面 
的关于轨线的说明（以下，宇母 J 和/表示直线 R 中包含原点 0 
€ R 的开区间). 

定理1设 w 是开集仏=护上的向量场.给定则存在 
w 的轨线 a : J — C 7 (即且《(0)-2>.轨线 
按下述意义是唯 一的： w 的任何另一 个使； 8(0)—3? 的轨线 
R 必与《在1(17中一致 • 

定理1的一个重要的补充是，经过2>点的轨线随 p 点可微地 
变动 • 这一概念能精确地叙述如下. ’ 

定理 2 设 w 是开集 [7cR s 上的一个向量场，则对每一点 p 
^U, 存在2> 的一个邻域 VciU, 区间 JT, 和映照 a: F X I^U , 使得 

1- 对固定的一点曲线 《(l i ), 坧是 w 的经过 ？ 的 
轨线； 即， 

a (9, °) (q, t)=w(a{q, 0 ). 

2. «是可微的. 
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定理 2 的几何意义是，在 f = 0经过 p 的某一 个邻域 7 的所有 
的轨线,可“集在一起”构成一个可微的映照.在这个意义下,我们 
说轨线可微地依赖于 ?>( 图 8-26). 



映照 a 称为 w 在3?点的〔局部） 流. 

在本书中，定理1和定理2将假定成立，关于证明，可以查阅 
下面指出的这本书的第二章, W . Hurewioz , Leotareson Ordina ¬ 
ry Differential Equations , M . I . T . Press , Cambridge , Mass ., 
1968. 为了我们的目的,我们需要这些定理的下面的推论. 

引理设 w 是开集 C ^ crR * 上的一个 向量场且 
0. 则存在 3 ) 的一个邻域 WczU 和一个可微函数/: PF -» R , 使/沿 
切的每一轨线为常数,且对所有的 g € W , d / Q ^ 0 . 

证明 在1^中选取笛卡儿坐标系使 p =(0, 0), 且 w ( p ) 的方 
向就是 ® 轴的 方向. 设是在 p 点的局部流， rca , 
圯之且 S 是《在长方形 

( Fxl ) fl {(®, y , 0€ R 3 ；®=0} 

上的限制(见图 3-27). 

由局部流的定义，石，将 i 轴的单位向量映到将 v 轴的单 
位向量映到 自己. 所以，是非奇异的.由此可知，必有 p 点的 
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一个邻域 TFc :% 在 F 中 S - 1 是确定的和可微的. 桃 v 
轴上的投影是一个可微函数£=/(% aO , 它在过 (0, 幻 的轨线上 
的所有的点有相闻的值 I 因为必,是非奇异的， TF 可以取得充 
分小,使对所有的点均有 d /# 0. 因此，/就是所需要的函 

数.证毕. 

上面的引理中的函数/称为 w 在 p 点的邻域中的(局部)初积 
分.例如，若 y) = { y , -*) 定义在 R a 上,初积分/: {( o , 

0 )}-WR 是 / O , y ) =^+ y a . 

与向量场的概念密切相关的是方向场的概念. 

在开集 ucn 2 上的一个 方向场 r 是一个对应，对中的每一 
焦 p € U , 它都对应酽中的一条过 y 点的直线 rO ). < r 称为在点 
是可 微的， 如果存在定义在 p 点的一个邻域 ret / 上的一 
个非零的可微向量场％使对每一点 ffG r , W ( ? ) 乒0且是 r (20 的 
— 个基; r 称为在 中是可微的， 如果它对每一点卩都是可微 
的. 

对 t / c : R 2 上的每一个非零的可微的向量场叫由 = 



§ 3- 4 向®场 
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w ( p ) 所生成的直线，:就对应一个可微的方向场 r . 

由定义，每一个可微的方向场在局部都给出一个非零的可微 
的向量场.然而,这在整体未必成立.如图 3-28 所示的曲线的切 
线给出 R a -{(0, 0)} 上的一个方向场，但是，为得到一个可微的方 
向场，无论如何给曲线定向 
都会得到矛盾. 

一条正则的连通曲线 a 

称为方向场 r 在? JcR * 

中的积分曲线，如果对每一 
点？ r (?) 都是 G 在 gr 
的切线. 

由前面已经看到的，给 
定开集 Vc 妒上的一个可 
微的方向场 r , 对每一点图 a - 28 在 R »-{( o , 0)} 中的不可 
U , 都有经过 g 的 r 的积分 定向的方向场 

曲线 O ' r 在 U 中决定的向量场过2的轨线的轨迹与 (7 局部一致. 
以下,我们将仅考虑可微的方向场,并且，如无特别声明,凡说到方 
向场都是指可微的. 

现在说明描写方向场的一个自然的方法如下.在点？€1^的 
两个非零向量和称为等价的，如果存在非零的实数&使 
=入叫.两个这样的向量表示通过!?的相同的直线，并且，反之，若 
两个非零向量厲于通过 g 的同一条直线，则它们是等价的.于是， 
在开集 Pc = R s 上的一个方向场能够这样给出，对每一点都 
指定一对实数 ( A , r a )( 属于 r 的一个非零向量的坐标)，其中，对 
任意的实数人妾0, ( n , r 2 ) 和 On , V a ) 认为 相等. 

用微分方程的语言来说，一个方向场 r 通常由方程 

a(x, y) ■^■ + b(x, y) ■^■ = 0 ⑵ 

给出.其意义是，在点 g =0, 2/), 对应的过？的直线包含向量(心 
—«) 或它的任意非零倍(图3_ 29 ).向量场幼， 一 的轨缂的钓遽 
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是 r 的积分曲线.因为，在上面的考虑中，参数表示并不起作用， 
所以，常用表示式 

adx+bdy—O 

代替方程(2)，它们的意义是一 样的. 

y 



上面所引进的概念属于 R a 的局部性质的范围,它们仅依赖于 
妒 的“微分结构”.所以，把它们转移到正则曲面并无进一步的困 
难.现说明如下. 

定义1正则曲面的开集 ycS 上的一个向量场是一个对 
应，对 u 中的每一点指定一个向量 w ( P ) GA 08). 向量 
场 w 称为在 p 点是可微的，如果对 S 在 ?) 附近的某一个参数表示 
X ( u , «), 向量场表示为 

w = a(u, v)X„+b(u, v)X v , 

其中 a { u , W 和 «) 都是可微的.显然，上述定义不依赖于 X 
的选取. 

类似地，我们能够定义轨线，方向场，和积分曲线等.上面的 
定理1,定理2和引理都能容易推广到现在的情况，只要把氏 3 改 
为&叙述都是一样的. 

例1在通常的环面 2 f 上，经线取孤长为参数.定义 w ( p ) 是 


S 3-4 向量场 
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过 P 的经线在 P 点的速度向量，这样就得到上的一个向量场 
(图 3-30). 注意，对所有的卜⑷卜 1, 留作习题(习题 
2)，证明向量场 w 是可微的. 

例2在球面妒上，类似的过程应用于炉的半径线，这就得 
到一个向量场，它在球面上除去北极 W 和南极 S 外有定义.为得 
到在全球面上的向量场，在所有的半径线上再取相同的参数 
一 并定义 

v(p)- (l-t a )tv(p),p€S a -{N}U{S} t 
则得到定义在 P 上的向量场 W 图 3-31). 



围 3-80 



例3设 «-{(», y , 2)€ R », 2力是双曲抛物面 .丑与 
平面常数的交决定一曲线族 { og •，使经过 ^-{(0, 0, 0)} 
的每一点都有一条曲线 a 通过.这些曲线的切线给出这一 {(0, 
0, 0)} 上可微的方向场 A 我们要找在 ^-{(0, 0, 0)} 上一个方向 
场 〆 ,它在每一点都与 r 垂直,并决定 〆 的积分曲钱 . 〆 称为 r 的 
正交场 ，其积分曲线称为 r 的正交曲线族 (参 见 § 2-5 习題 15). 

首先给以参数表示 

X (u, ®) — (u, v, « a —* a ), u^x, -B=y. 

曲线族 {GJ 由 W —沪=常数给出（或更确切地说，由这个集合 
铎叉的像给出).若•是某一 条曲线 a 的正则参敢 
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表示的切向量,经对 《 a —沪-常数微分得到 
2 m 7 —2 ot , —0. 

于是，（《',«')>=(—% —«). 这就给出了 r , 在参 数表示 叉中，它 
就是 0, «) 或 0, W 的 任意非 零倍. 

现在，设 (>(«,«), &( m , 是 正交场 r ' 在参数 Z 中的一个表 
示.因为 

E = l+iu s , i ? = — 4m, G 1 —1+4- u 2 , 

且 〆 在每一点与 r 正交,故有 

Eav+F(bv+(m)+Gbu^0 

或 

(1 + iv, s )av—iuv (bv+av) H- (1+4® s )6m=*0, 

这就得到 

m+ub (3) 

这就在每一点决定了 0, &) (允许差一个非零倍数)，因此，得到了 
正交场 〆 . 

现求 〆 的积分曲线，设是 〆 的积分曲线的某个 
正则参数表示的切向量，则( V , O 满足方程 (3); 即， 

w ’ + 咖 ’ =*0 

或 

w = 常数， 

这就得到了,的正交曲线族是由曲面占和双曲柱面吵=常数 
★ 0 的交给出的. 

这一节的主要结果是下面的定理. 

定理 设《^和《; 2 是曲面这的开集?7上的两个向量场，它们 
在汀中的某一 点少是 线性独立的.则存在 p 点的邻域 rc ?7 的参 
数 表示，使对每一点 s € F , 这 个参数表示过2的坐标曲线与 
(2) 和奶 (?) 所决定的直线相切. 

证明设 IT 是 p 的一个邻域，在其中心和/ 2 分别是叫和 
w a 的初积分.由 

<p(.9) = (h(q), /s(eO). g^W 



S 3~4 向董场 [181] 

定义一个映照 

q >： PT — R *. 

因为， / i 在叫的轨线上是常数,且(兩_0,故在 p 点有 
d(p s {Wi) - ( {dft) t (Wi), Cdfa ),(^)) = ( 0 ^ a), 

其中 a =( d / a ) P ( Wl )—0, 这是因为奶和 奶是独 立的.类似地， 

' dtpfCwa ) - ( b , 0), 

其中 b = ( df 1 ) 9 ( w 2 )^0. 

这就说明却,是非奇异的，因此, 炉是局 部微分同胚.所以，存 
在供 ( P ) 的邻域疗 cR s ，由将它映到少的一个邻域 F=X 
( U ) 上； 即, Z 是 S 在 p 附近的一个参数表示,它的坐标曲线 
/办）-常数， /»(?)= 常数， 

在？点分 别与奶 (?)， w 2 ( g ) 所决定的直线相切.证毕. 

应注意,定理并不保证能有曲面的参数表示,使坐标曲线的速 
度向量为和 w a ( q ). 将定理的结果应用到作为正则曲线(点 
集)的坐标曲线;较确切地说,我们有 - 

推论1给定在开集？ 70 S 上的两个方 向场* •和 〆 ，使在 3>€ 
U , 则存在 P 点邻域中的一个参数表示使工的 

坐标曲线就是 r 和/的积分曲线. 

上面的定理的第一个应用是，在正则曲面的任一点附近正交 
参数表示存在性的证明. 

推论2对所有的 pS &都存在 p 点的一个邻域 F 中的参数 
表示1(% 使坐标曲线常数和《=常数在每一点 g ^ r 都 
是正交的(这样的 Z 称为正交参数表示)._ 

证明考虑在 P 附近的任一参数表示定义在 I 
( ET ) 中的两个向量场 ： Wl = X B , w 2 = - ( F / S ) X s + X v> 其中見 
F , 5是在 X 中的第一基本形式的系数.因为 w / g ) 和 w s ( g ) 在 
每一点都是正交的,应用上面的定理就得到需要的参数 
表示.证毕. 

定理的第二个应用（较确切地说是推论1的应用）是，由渐埤 
方肉和主方向给出的坐标的存在性. 
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在§ 3-3 中已经看到,渐近线是方程 

e ( u ') s +2 fu ' v , + g ( iv , y ^0 

的解.在双曲点 P 的附近 ，叩 一尸<0,上面的方程的左端可以分解 
为两个不同的线性因子 

(Au'+B^) (^+^ 0 - 0 , ⑷ 

其中系数由下式决定 

A a = e , A ( B + D )=2 f , BD ^ g . 

因为叩一尸<0,上列方程组有实解.于是,方程 (4) 给出两个 方程： 
Au '+ Bv ' = 0, (4a) 

Au '+ Dv '^ O , (4b) 

每一个方程决 定一个 可微的方向场(例如，方程 (4a) 决定方向 r, 
它包含非零向董(足 一 2)), 并且,在上述邻域中的每一点，由 (4a) 
和 (4b) 决定的方向是不同的.应用推论1,在 P 点的一邻域可以 
选取参数使坐标曲线就是方程(4»)和 (4b) 的积分曲线. 

推论3设批汉是占的双曲点，则能在 P 的邻域中给出一个 
参数表示,使坐标曲线 就是汉 的渐近线. 

例4考虑双曲抛物面这几乎是一个平凡的例子， 
不过我们可以用它来解释使用上面所说的方法的过程.通常我们 
将整个曲面用参数表示为 

X ( u , v ) = ( u , v , w 2 —-» a ). 

简单的计算表明， 

2 2 
* = (1+4« 2 +4铲严 J 卜 — (l+4« a +4^) 1/a • 

于是,渐近曲线的微分方程为 

( 1 + 4 , 4 ^)^ 

它能分解为两个线性方程，并给出两个方向场： 
n:«/+i/=0, ra： w , —/=0. 

这两个方向场的积分曲线是下列两族 曲线： 

r. 1; w+” 常数，常数， 



§3-4 向置 I 场 [18S] 

显然，函数 / l ( M , v ) =U + V , f 2 ( u } «) =M —1) 分别是对应于 r ! 和 
r s 的初积分.于是，令 


u =- u - hv , = 

这就得到在整个曲面上的新的参数表示，其坐标曲线就 
是曲面的渐近线. 

在这个特殊的情形，参数变换在整个曲面上成立.一般地，即 
使整个曲面上的点都是双曲点,这变换在整体未必是 1-1 的. 

类似地，在 S 的非脐点的邻域，曲率线的微分方程能分解为两 
个不同的线性因子.经类似的讨论就能得到 

推论4设 p 是芯的非脐点.则存在2> 的邻域中的参数表示， 
使在这个参数表示中的坐标曲线是 S 的曲率线. 


习 睡 

1. 证 明：向 量场的可微性不依赖 于坐际 系的选择. 

2. 证明: 在环面上的所有的经线取弧长作参数时，它们的切向量(例 1) 所 
成的向量场是可橄的. 

3. 证明 :定义 在正则曲面汉 CR* 上的一个向量场 M) 是可橄的，必须且只须 
映照 R» 是可微的. 

4. 设 S 是一曲面，:£: 的参数表示, <*(«, v) 和 &( m , V)是可微函 
数，则 

o(m, v)u'+b{u, v)v'— 0 

决定了 X(!7) 上的一个方向场 r , 它在每一点 办 对应一条包含 
向置直线.证明：在 X(I7) 上存在}•的正交场 r' (参看例 
3) 的充分必要条件是 


Eb-Fa, Fb-Ga 

在处处不同时为零(这里瓦和是曲面在 X中的第一基本形式的 
系数)，且 r' 由下式决定 、 

{W>-Fa)u' + {Fb-Ga)v>=Q. 

5.设 S 是一张曲面,X: TJ — S 是它的一个参数表示.如果 oc-& 2 <0, 证明 
o(m, v )( u ' y + 2 b ( u , v)mV+c(m, v)(v') 2 —0 
栌被分解为二个不同的方樺，其中的每一个郵宾X了 :上的 
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一个方向场，再证明这两个方向场正交的充要条件是 
Ec-2Fb+Ga=0. 

6- 直线 r 是一条运动的直线，运动时与 z 轴相交并保持定角《，且 r 上的 
每一点画出一条围绕0轴间距为 c + 0 的螺旋线， r 所画出的图形是参 
数曲面 

X ( u , v ) = ( vmnacosu , v sin a ain u , v cos a 4- cm) 

的轨迹(见图 3-32). 容易看出， X 是正则的参数曲面(参看§24,习 
题 13). 把参数 (》, V )限制在一个开集 U 上，使 X ( U )= S 是一个正则 
曲面(参看§ 2 -3,命题 2). 

«. 求坐标曲线族常数的正交曲线族(参看例 3)., 
b . 利用曲线族常数和它们的正交曲线族得到5 的 -个正交参数 
表示. 证明: 在这个新参数 (4 9中，第一基本 v 式的系数是 
5=1, P =0, S ={ c a +( S - cucosa ) 2 } sin 3 a . 



7. 定义可微函数 对! 7 中 的一个 向量场 id 的方向导数 w (/> 
( g ) 为 

—/)(3)=去（/。《)|卜。，36^ 

其中是一条曲线，且《(0)=幻 < x '(.0) = W ( q ), 证明： 

*• 切在?7中是可微的充要条件是对£7中所有的可微函数/, w(/ ) 都 
是可微的. 

b . 设人和 是实数 ，史 t / c ;5^ R 是 V 上的可撖 函数; 则 
w (入/4■細)= Jiw(/) +_(/)， 

8. 证明:若 w 是曲面汶上的一个可微的向量场，且对某一点 p € A u ,( p ) 
*0, 则必存在 p 点邻域中的 — 个参数表示 X ( u ， V ),使 X ,产 
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9- •• 设 P 和■^是分别陚予内积〈，>和（，）的二维向量空间，X F—F 
是非异的线性映照.乂称为相似，如果存在实数九¥=0使(加1， Av ,-) 
=入〈《1， 外〉 对所有的奶，妁 SP" 成立. 证明： 若 i 不是相似，则存 
在 F 中唯一的一对标准正交向景句和 e a , 使和 4 e 2 在 TT 中是 
正交的. 

b. 利用 a 去证明 Tissot 定理 ：设奸 UcSi -^8 , 是从曲面点的 
邻域 P 到曲面的微分同胚，在每一点都不是相似.则必有妁 
上 P 点邻域中的一个正交的参数表示馬，使 pXpXs: !7 
爲 也是馬上点 9( p )€^ 3 的邻域中的一个正交参数表示. 

10. 设 r 是 §2-2 例6中的环面，由 

<p{u, v) = ((rcosM+a)oosv, (rcoBa+a)siiif), rsinw) 

' 定义一个映照 

<P ： 

这里 m 和 t 是 R 2 的笛卡儿坐标.设 u = at , !»=&{ 是 R 2 中过 (0, 0) 的 
一条直线,并考虑 r 中的曲线0(*)=〆^扮). 证明： 

a. p 是局部微分同胚. 

b. «(0是一条正则曲线; 《(#) 是闭曲线的充要条件是 &A* 是有理数. 
*o. 若是无理数，则曲线在 t 中 稠密; 即，在任一点 pe r 的每一 

个邻域中都有《(0的点. 

*11. 利用在! 7 cS 上的向量场 w 轨线的局部唯一性去证明下面的结果.给 
定 P€t7, 存在 w 的唯一的轨线 a : Z — 17,使 a (0)= p , 且它在下述意义 
是柾大的:任何另一轨线 ft J—d ■(亦有^(0)= P ) 必是《在 J 上的限制 

•12. 证明：若 w 是紧致曲面汐上的可微向量场，《(4)是《的极大的轨线，且 
«(0) = p ，则 c* ⑺对所有的 f € R 有定义. 

13. 构造在平面的开圆盘(它不是紧致的）上的可微向量场，使它的极大的 
轨线不能对所有的 te R 定义(这说明习题13中的紧致条件是实质性 
的). 

§3-5 直纹面和极小曲面 

在微分几何中，人们发现有相当多的特殊情形(如旋转曲面, 
平行曲面，直纹面,极小曲面等)，它们或者本身是非常有趣的(如 

' ~ [； 注]初读时可以把这一节略去. 
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极小曲面)，或者可以作为体现在几何中运用微分方法的威力与局 
限性的漂亮的例子.按照这本书的精神，到目前为止我们已经在 
例题和习题中处理了这些特殊情形. 

然而，进一步详细介绍这些专题中的某一些可能是有用的.现 
在我们试图这样去做.在这一节中我们将展开直纹面的理论和给 
出极小曲面理论的初步介绍.在整个这一节中将自然地使用在 
§2-3 中定义的参数曲面的概念. 

如果读者需要，整个这一节或其中任一专题均可略去.除了 
B 节中的例6可供 A 节参考外，这两个专题是相互独立的，并且， 
它们的结果在本书的其它部分也没有作实质性的使用. 

A. 直纹面 

一个(可微的）单参数（直）线族 {<*0), «>(<)} 是一个对应,每一 
个都对应一点《(0€代 3 和一个向量 W (*)€ R 3 , w ( t ) ^0, 
使《(#)和 《»(<) 连续地依赖于对每一个吒通过 《(<) 平行于 
w ⑺的直线厶称为直线族在*的直线. 

给定一个单参数直线族{«⑺，似⑷},参数曲面 
^(t, v) =(*(<) +vw(t), I, 

称为 由族仏 (0, 生成的直纹面.直线称为母 线， 曲线《 
0) 称为曲面 Z 的 准线. 有时候，直纹面的表示式意味是 cc 的轨迹. 
应注意,我们也允许 Z 有奇点,就是使的点汉 a ;). 

例1直纹面的最简单的例子是正则曲线的切线面（参看§2 
-3, 例 4), 柱面和锥面.柱面是由单参数直线族{«(0, 

I )生成的直纹面，其中 《( J ) 包含在平面 i 3 中， w (0 与 R 8 的一个 
固定方向平行(图 3-33( a )). 锥面是由族 { a ®, 切 (《)} (沒 I )生成 
的直纹面，其中 《( I ) cP , 且所有的母线都经过一点(图 
33( b )). 

例 2 设※是吵平面上的单位圆周#+#=1, «(*) 是汉'的 
参数表示, 8 是它的弧长.对每一个 *, 命《(*)-«'(8)+办,其中6 3 
是 Z 轴的单位向量（图 3-34) 则 
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X (s, v) =a(s) +v(a! (s)4 - e 8 ) 

是直纹面.若将 ® 写成为 

X{s, d) = (ooss—vsins, Sins+Dcoss^ v), 

并注意 到 ® 3 +W —户 _1+ 沪 i a ~ l , 这就得到了我 们较熟 悉的形 
式.这就表明, *2 ■的轨迹是旋转双曲面. 

有意思的是，若取 wO ) ■ — 《'(*)+ e a , 我们得到相同的曲面， 
这表明旋转双曲面有两族直母线. 

我们这样定义的直纹面允许出现奇点.如果我们想要包括切 
线面和锥面的话,这是必要的.我们即将怔明，至少是对满足某些 
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适当条件的直纹面，其奇点(如有的话)将集中在曲面的一条曲线 

上. 


现在汗始讨论一般的直纹面.我们不妨假设 \ w ( i ) 

为展开这一理论,我们还要假设一个非平凡性的条件,即对所有 
的圯 I , 若 w '( t ) 的零点是孤立的，则能将曲面分成块 

使这理论能应用到它们中的每一块.但是，若⑷的零点有聚点， 
则情况就变得比较复杂,这里我们将不予处理. 

假设 W '( i )#0, *€及通常说成直纹面 X 不是柱面 . 

如无特别声明，我们总假设直纹面 

X { t , v ) = a ( t )+ vw ( t ) (1) 

不是柱面，且 K *) 卜 注意, 假定 kW 卜1就保证了 
< w { t ), «/⑴>-0对所有的圯 I 成立. 

首先，我们要找一条参数曲线 y 8( i ), 使 < i 8'(*), ^(«)>-0, te 
I , 且 )3(0 在 x 的轨迹上；即， 

^{ t )= a { t )+ u { i ) w { i '), (2) 

其中是某 一实值 函数. 假 设这样的曲线 )8 存在，则由 

j 8 ’= 06 ’ + M’W+MW' 

和«/>-0得到 

1 0—^/8^ w'y — (jx 1 , w'y + 

这就得到⑷由 


u = -⑶ 

给定.于是，由方程 (2) 和 (3) 所确定的 曲线； 8( i ) 就是所需要的曲 

线. 


现在将证明曲线 y 8 不依赖于直纹面的准线《的选取.；8称为 
直纹面的腰 曲线， 它上面的点称为直纹面的中 心点 . 

为证明前面的断言，设 S 是直纹面的另一条 准线； 即,对所有 
的(《，均， _ 

X(t 3 0 )) -=«(#) +vw(t) ^a(t) (4) 

对某一函数 * 成立，于是，由方程 (2) 和 (3) 得到 
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其中/§是对应于5的腰曲线.另一方面，由方程 (4) 得到 
a 一 a 一 ( s — 

又因为<似，= 所以， 

^^{ (g -, ) + <(^ y >} w - o , 

这就证明了我们的断言. 

现取腰曲线作为直纹面的准线,则直纹面可以表示为 

X(i, u) -^{t)+uw{t) % ⑹ 

由此得到 

冰 Xt=0+vm)', X„=»«> 

和 Xi /\ X V —^' ^\ w + im ' Aw . 

又由<>', W > = 0 和<«/,召 '>-=0, 得到 

汉 l\<w 篇 \ w ’ , 

其中 A •是 * 的某一函数 A -久 ㈤ .所以， 

| X , A -2' u | 3 '= 1 1 W +« w , A «； f s >=^ a | w , | fl + M a | w / | a 

这就说明,直纹面 (5) 仅有的奇点必在腰曲线 u _0 上，并且，腰曲 
线上的点是奇点必须且只须 X (#)=0 .而 
■ _ {0 w , w >) 

KT J 

其中08。《；, o 是< 〆 △% 的简写. 

现在计算曲面 (5) 在它的正则点处的 Gauss 曲率.因为， 
X u =0' +mv" } X tu =iv' } X wt =0, 

其第二基本形式的系数为 

"=-D f — (尤*， X u , X tit ) _ W , w , w ') 

9 • J |X t AX u | |X ； AX„r 

因此(因为 P = o , 计算 z 并不需要 e 的值)， 

K - 印—尸 -.^1^1 A - V 

EG-F a (X a +u a ) \w'\^ (X a +« a ) a - 


(6) 
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这就表明,在正则点，直纹面的 Gauss 曲率 K <0, 并且，亙= 0的 
点仅在那些与腰曲线相交于奇点的母线上. 

方程 (6) 允许我们给直纹面的(正则的）中心点以几何解释.事 
实上，一条母线上的点，也许除中心点外，都是曲面的正则点.若 
W 0, 函数 ㈦ | 是母线上的连续函数，并且，由方程 (6), 腰点的 
特征是 | Kw )| 在那里取极大值. 

关于腰曲线的另一个几何解释见习题 4. 

注意，在一条直母线上关于中心点对称的点处曲率瓦有相同 
的值(这正是“中心”的含意）. 

函数称为 * 的分布参數.因为腰曲线不依赖于准线的选 
取，故 A 也不依赖于准线的选取.若 X 是正则的，则 X 有下列解 
释.曲面在 ( i , w ) 的法向量是 

、 X t t\X u ■kw'+ww' hw 

另一 方面以 ★()), 

N(h 0 )= lSr * 

因此，若 0 是及 a W ) 和及0, 0) 所成的角，则 

- tan0 = ^-. ⑺ 

所以，若#是母线上一点的法向置与这条母线上腰点的法向量所 
成的角，则 tan (9 与这两点之间的距离成比例,且比例系数是分布 
参数的倒数. 

例 8设这是双曲抛物面 

z=Jcxy, 

因为，直线岁》2/成 a ; = ~对每一个 W 0 都在 汉上， 所以， 汉是直 
纹面.这个直线族与平面 >0的交是曲线 
x -= t , y ^ O , 2—0. 

取这条曲线为准线，向量平行于直线” z / 成之得到 
a(t)-(t, 0, 0), w(t)^(o, -1, i). 
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这就给出直纹面(图3-35〃 

X{t, v) =«(#) +vw(t) vt), tE R, if?. 


其轨迹显然与汉一致. 



因为 a '( i ) = ( l , 0, 0), 故腰曲线就是《本身.分布参数是 


注意, w ⑷与* H 0) 所成的角夕的正切为 
上述注意引导出直纹面的一个有趣的一般性质.考虑正则直 
纹面上沿一直母线的法向量族，它生成另一个直纹面.由方程 (7) 
和上述注意，这个生成的直纹面恰好是双曲抛物面其中 
1/* 是选定母线的分布参数的值. 

在直纹面之中，可展曲面是特别重要的.现在再从任意的直 
纹面(不必要假设非柱面） 

X {t, v) «=«(i) -⑻ 
开始讨论，它是由直线族{«0乂 w ⑷ KK 0 卜 1) 生成的.曲面 
(8) 称为可展的，如果 

O〆, 《 >o. ⑼ 

为给出条件 （9) 的几何解释，现计算可展曲面在正则点的 
Gauss 曲率.由得到方程 C 6) 时的类似的计算过程,得到 
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f - 

由条件 (9),/ e 0; 因此， 


(w, w' ， a) 


K 



喊 


这就说明，在正则点,可展曲面的 Gauss 曲率恒为零. 

对可展曲面的另一种几何解释,见习题 6. 

现在来区别可展曲面的两种情况，它们并未穷竭所有可能情 
形. 


1. 曰 0. 这就蕴涵《/(#)三0.所以，⑽ 0) 是常向 

量，直纹面是柱面，它可以看作是此柱面与法向为《<*)的平面的 
交线上的柱面. 


2. 对所有的 d , (幻爹 0. 这时对一切圯 J 就有 

^(0^0. 所以，曲面不是拄面，我们可以应用前面的讨论.我们 
能决定它的腰曲线(2)，并验证其分布参数 


因此,腰曲线是可展曲面的奇点的轨迹.若对所有的 1, 0( t ) * 
0,则从方程 (10) 和< 〆 ， w ' y ^ O 得到 w 与； 8' 平行.于是,直纹面是 
y 8 的切线面.若对所有的圯 I ,卢'(0=0,则腰曲线为一点，直纹 
面是以这一点为顶点的锥面. 

当然, 上述两种情况并不是所有可能的情形.通常若所涉及 
的函数的零点包含聚点，分析起来就复杂得多.总之,除去这些聚 
点，可展曲面一定是一些柱面1锥面和切线面片段的联合. 

正如我们已经看到的，在正则点,可展曲面的 Gauss 曲率恒为 
零.在 §5-8 中，我们将证明反过来的一个整体性质，那就是，若 
—正则曲面汉 CR 3 作为 R 3 的子集是闭的，且其 Gangs 曲率恒为 
零,则必为柱面. 


例 4( 沿曲面上一条曲线的切平面族的包络） 设汉是 正则曲 
面， 《=«(*) 是 S 上的一条参数曲线,参数 * 是弧长，且《的毎一点 
都不切于渐近方向.考虑直纹面 
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X(s ， vXs)+v N( ^ ( ff S K ( 11 ) 

其中 W ( S ) 是 / S 的限制在 a ( s ) 上的单位法向量(因为 《'( s ) 都不是 
渐近方向,故对所有的 s , N \ s ) ¥0) .我们将证明， J ： 是可展曲面, 
它在的邻域是正 则的，且沿 v =0 与 JS 相切. 但是,在这之前， 
我们先给曲面工以几何解释. 

考虑曲面 S 沿曲线 《( s ) 的切平面族若 A 充分小， 
则族中的两张平面⑻和 r a < rM #> ( s ) 相交于一直线,它平行于 
向董 

N ( s ) AKs +制 
As . 

若让山趋于零，则直线的极限位置平行于向釐 

lim n ( s ) AN ( s + As ) — ― 阳广 ( N ( s + Ai )- N ( g )) 

Aa^O AS ’ AS 

-騎) A ，( s ). 

其直观意义是，尤的母线是族 {2^05) 沖邻近 平面交线的极限位 
置. Z 称为曲面汉沿曲线 a ( s ) 的切平面族的包络（图 S -86). 


7q(j + A/) (5) 



例如，若《是球面炉的祎圆的参数表示，则沪的沿《的切平 
面族的包络或为柱面，如果《是 赤道; 或为锥面，如果《不是赤道 
凋 ㈣ V 
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图》*87球面沿纬圆的切平面族的包络 

为证明I是可展曲面，只要验证条件 (9) 对 Z 成立.事实上, 
经直接计算就得到 

/N^j,(N/\NW a \/N^ h CN/\Ny_ A 

\ |^| A v |^( r / \ I 則 A / 

—^rp-«^A^, N 、 N ， 心 

- 0 . 

这就证明了我们的断言. 

现在证明,在的邻域中 Z 是正则的，旦沿《与厶相切.事 
实上，在我们有 

X , AX „=^ A ^ p - = <^ cOj ^ 

— <N> 

其中匕-心(8)是《的法曲率.因为 &„(>) 处处不为零,这就表明X 
在 V = 0 邻域是正则的，且 Z 在 *(8, 0) 的单位法向量与^(«) — 
致.所以沿 w=o 与; S 相切，这就完成了我们的证明. 

现在总结我们的结论如下.设 <*) 是曲面 S 上的一条参数曲 
线，《为孤长，且 《(s) 在每一点的切向都不是渐近方向.则5沿《 
的切平面族的包络是可展曲面，它在《( 8 )的邻域中是 IH 则的，耳佾 
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B . 极小曲面 

一张正则的参数曲面称为极小的,如果它的平均曲率恒为零. 
一张正则曲面称为极小的，如果它的每一个参数表示都是 
极小的. 

为解释极小这个词的含意，需要引进变分的概念.设 
R s —> R 8 是正则的参数曲面.选一个有界区域 DczU (参看§ 2-6) 
和一个可微 函数& — R , 这里 B 是区域 D 和 Z ) 的边界技0的并， 
XCD ) 的由 A 决定的法向变分是下面给出的映照（图 S - S 8) * 

灼 5 x (— s , a )-> R # . 
g>(u, v, t)^X (u, v) +th(u, v)N(u, v), 

(«, *) 6 D, te (-«, fl). 


对每一个固定的 f €(- s , 
8 ), 映照 

v ) =?)(«, V , 0 

是一个参数曲面，且 


^-^ Xu + thN ^+ ih ^ N , 


^ -- X v +thN,+th v N, 


于是，若用亚，表示 


第一基本形式的系数，则有 



E^H+th^Xu, N u y + <X a , N u y)+t a h%N u , N^+^KK 
^^F+th{{X a , N v >+<X b , N u » +t a h\N Uj N^-h^kjk,, 
Q^Cf + th^X,, ^+<X 0J iV c » +t a h\N V) Ag+PAA. 


由 


N u ) --e, <X„, 爪〉 +<X„ N a y 2 f, 
<X C , N v } -- g 

和平均曲率丑为 ( 见 § 3 -\ 方程 C 5 》） 
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rj 1 Eq-2fF+Ge 
2" —" EG-F Z —~ ’ 

得到 

膊 - (F*) S = EG-F a -2th(Eg - 2Ff + Ge) +R 
= (m-F a ) (1-ithH) + R, 

其中 lim ( EA )=0. 

t~*0 

这就说明，若 S 充分小，是正则的参数曲面.此外, 

的面积 2( f ) 是 

A ( t ) iudv 

-[ \/ l -4 ihH+R sjEG - F ^ dudv , 

J 75 

其中及 - iZ/CEG — ^ 2 ). 可见，若 8 充分小，4是可微函数，且它 
在* = 0的导数为 

A \0) = - - Jm - F 2 diudv . (12) 

现在来说明对平均曲率恒为零的曲面使用极小这个名词是恰 
当的. 

命题1设是正则的参数曲面，刀 cC 7 是 C 7 中的有 
界区域.则 Z 为极小的充要条件是对所有这样的 Z > 和 Z ( S ) 的 
所有的法向变分成立 (0)=0. 

证明若 X 是极小的，即 H ^ O , 条件显然满足.反之，若条 
件满足但丑 (2) 羊0, j 是刀中的某一点.选办: hR 使 A (2) = 
丑 C ?), 而 A 在的一个小邻域外恒为零.则对由这个 A 决定的变 
分,义(0)<0,这就得到矛盾.证毕. 

所以，极小曲面 X 的任一有界区域 x ( 功对 XCD ) 的任意法 
向变分的面积函数是一个临界点.应注意，临界点未必是极小值 
点，因此，极小这个词看来未必十分合适.不过，这个术语已经使 
用了一个较长的时间,它是由 Lagrange 于1760年首先定义的. 

极小曲面常常联系于按如下方法得到的肥皂薄膜，将用金属 
丝做成的框子浸到肥皂水中后再小心地取出来.假如试獐做得好， 
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就能得到以这个框子为边界的肥皂薄膜.由物理学上的考虑，在 
它的正则点平均曲率为零.用这种方法我们能“造出”许多漂亮的 
极小曲面，图 3-39 就是这样一个曲面. 

注1应该指出，按照我们的定义，并非所有的肥阜膜都是极 
小曲面.我们已假定极小曲面是正则的（可以假定有一些孤立奇 
点，但是，若要更进一步处理起来就超出了初等的范围). 然而，我 
们能构造沿一些线都是奇点的肥阜膜.例如，用立方体形的框子 
形成的肥皂膜(图 8^40). 
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注2极小曲面和肥皂膜的联系曾-促使了著名的 Plateau 问 
题的提出 (Plateau 是比利时物理学家，他在1850年左右曾仔细地 
做过肥皂膜试验).这个问题可以粗略地描述如下：对 R 3 中的每 
一条闭曲线证明必存在以 O 为边界的有极小面积的曲面把 
问题精确化（允许什么样的曲线和曲面，以及 a 是 S 的边界的含 
意是什么等)，其本身就是这问题不平凡的一部分 .Plateau 问题的 
—种提法是由 Douglas 和 Rad6 在1930年同时解决的.进一步 
的各种提法(和对高维的种种推广）已经引起数学的一些实质性的 
进展.为了解 Plateau 问题的进一步的详细情况和近代文献,有兴 
趣的读者可以参看 Lawson 1 ^ 的第二章(参考文献在本书的末尾). 

对任意的参数曲面，由自然地可以定 义平均曲率向 
量.•^的方向的几何意义可以从方程 (12) 得到.事实上，若选 ft 
-iT, 对这一特殊的变分，有 

^( 0)-_2 jry^EQ-F 11 dudv<0, 

这就说明，若沿#的方向变形则面积最初是减少的. 

下面给平均曲率向量另一个几何解释，因为它对极小曲面理 
论有重要的应用. 

正则参数曲面 X = 幻称为是等温的，如果 <JT U , X u > = 

< X V) 和仏， XX 

命题 2 设工=1(«, w 是正则的参数曲面 ，且* 是等温的，则 
X UU +X„=2X 2 ^ 

其中 x u >-< x „, x «>. 

证明因为 X是等温的，所以， <x u , X B >=<X S/ z„> 和 <X B , 
x„>=0. 经微分就得到 

〈工 UIO 工 U> ■〈尤 tw, x u ， 

所以， 

<X« (，+ X«>-=0 # 

类似地， 

〈工 uu + 工 Wj 工 V> = 0. 

这就说明，平行于 V ，因为 Z 是等温的, 
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所以, 


因此, 


证毕. 


丑4學. 

2^H = g+e^<,N, X uu 4-X w >； 
X ua +X vv ^2X a je, 


可微函数/: ?7 cR 2 -^ R 的 Laplaoe 算子」/定义为 

々■■ if +祭“化 v)eu - 

/称为在 U 中是 调和的 ，如果 J /—0. 由命题2得到 

推论设 «) - ( a >{ u , v ), p ( u , v ), z { u , v )) 是参数曲面, 
且 Z 是等温的.则工为极小的充要条件是坐标函数％ % Z 是调 
和的. 

.例 5( 悬链面）它由下面的参数表示给出， 

X ( u , v ) ― (a oosh i ) cosw , o cosho ; sin m , av ), 

0< u <2^ — oo < v < oo m 
这是由悬链线 y = aOOSll (2/ 

«)绕2轴旋转 得到的 曲面 
(图 3-41). 容易验证 ，丑一 
G ~ a a ooah 2 v , F ~0, 以及 
X ^+ X ^- O . 所以，悬链面 
是极小曲面.事实上，它是 
仅有的极小旋转面. 

最后的结论可以证明如 x 

下.求曲线2/=/(®乂使当 
它绕 ® 轴旋转时，得到极小 ® 

曲面.因为,旋转曲面的纬线和经线都是曲面的曲率线 (§3^3, 例 
4), 曲线 y =/(®) 的曲率必为由点 /(*) 生成的圆的法曲率的相反 
偉(二者都是主曲 率）. 而 J / 一/0)的曲率是 
P " 

(1+ W 3 
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以及圆的法曲率是它的曲率 （一1/!/) 在曲面的法向量 W 上的投髟 
(见图3-42)，这就得到 

__ X __ 75 .= _1 oo 8« ? ». 

但 一 cos ?» = cos 沒('见图 3-42), 以及由 ia,ne = y ', 我们得到 

y " -1 1 

(l+(2/ ， ) a ) 8/3 7 (l+CyO 3 ) 1 ^ 

这就是曲线2/=/ ㈤ 应满足的方程. 



显然，必有点<»使/'(®)孕 0. 我们仅在使/_0的点的邻域 
讨论.在上述方程的两边同乘以2 〆 ,得到 
W ―珣， 

i+(2/) a y ， 

命 1+ (2 /') a = z (因此, 22/' j /"= Z '), 于是， 

H ， 

z y 

经积分就得到 

log z = logy 2 + log iP = log (yh) a 

( k 是常数)或 

i +( y ) a =2=( y ； fc ) a . 


最后一式能写作 
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再积分就得到 
( C 是常数)或 


ooeh^Cyh) -fe+tf 
|/=-i-cosh ( 奋 ®+c). 


所以，在 /'种 的一点的邻域中，曲线 #=/(*) 是悬链线，但 
仅在 ®»0 处才能为零，若曲面是连通的，由连续性可知，曲面必为 
悬链面,这就是我们的结论. 

例 6( 正螺面）（参看 §2-5, 例 8) 

®(w, v) — (osiah<i)oosM, osmhvsmu, an), 

容易验证, E ^&^ a ^ ooBhXF ^ O , 以及工仰十所以，正缧 
面是极小曲商.除乎面外，它是直纹面中仅有的极小曲面. 

若假定极小曲面的 Gauss 曲率为零的点是孤立的，我们能对 
上述结论给出一个证明（关于这假定的证明,可以参看在本节末尾 
所引的 Osserman 著的极小曲 
面概观，76页)，现进行如下. 

设此曲面不是乎面.则在 
曲面的某一邻域 TT 中 Gavisii 
曲率 K 是严格负的. 因 为乎均 
曲率为零， TF 被两族正交的渐 
近线所覆盖.又因为母线是渐 
近线以及曲面不是乎面，我们 
能选取一点使经过 g 
的不是母线的渐近线在2点有 
非零挠率.因为渐近线的密切 
平面是曲面的切平面，故有邻 
域 rcTF , 使 F 的母线是挠渐 
近线族的主法线（图 3-43) .这 
是关于曲线的 一个有 趣的练 
习，证明这种情况在且仅在这些挠曲线是圆柱螺线时才会发生(参 
看§ 1-5, 习题 is ). 所以, r 是螺旋面的一部分.因为圆柱蟫线的 
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挠率是常数，容易看出，正如结论中所说的，整个曲面是正螺面的 

一部分. 

正螺面和悬链面是由 Meusnier 在 1776 年发现的，他还证明 
了 Lagrange 的把极小曲面作为变分问题的临界点的定义与平均 
曲率为零的定义是等价的.在一个相当长的时期内，这些是人们 
仅知的极小曲面的例子.直到 1835 年， Soherk 才发现了进一步 
的一些例子， 例 8 中 所说的曲面是 其中之 —. 在习题 14 中， 我们 
将讨论正螺面和悬链面之间的一个有趣的联系. 

例7 (Enneper 极小曲面） Enneper 曲面是参数曲面 

X ( u , v ) = -- \-UV 2 , v~ -- hw a , u 4 — 

K ^>) € R a . 


8S-S 直纹面和极小曲面 


L 咖] 


容易着出，它是极小的（图 3-44). 注意，若将 (M, «) 变为（一％ M), 
则在曲面上， （®, y, z) 变为 （一!/,*, 一 z). 所以，若绕0轴正转 
k /2, 再关于吵平面作一对称,曲面保持不变. 

Enneper 曲面的一个有趣的特点是它的自交性.这可以说明 
如下.命 W=/OCOS0, a^josint 并将 Z 写作 

X (p,$)=^(poos8— -^~ooe3$, psin6 , +-£- sin 3^, p 2 oos2 沒 ). 
于是，若 Z(Pa, d 1 ) -X( Pa , 直接计箅表明， 

^y^pl+A-ooeidM. 

( pi 003 2 ^ i) a 

-( 内 +|) —去 (4 cos 20 a )' 

因此，由 p?oos 2 2&«pioos a 2 心得到 

Pi +-^-^ Pa+^-j 

这就保证 jOi~pa. 并由此得到008 2心= 008 20 a . , 

例如，若外=/»8和 ~2sr-UJ 由 

^ i )=2/( Pa , O a ) 

得到因此， y = o ; 即，点 ( Pl , ⑹和点 (％ 心)同属于曲线 
sin 04-( p a /3) sm 3^ = O . 显然，对属于这条曲线的每一点 ( p , 幻， 
点 ( p , 2; r -^ 也属于这条曲线，且 

*(p, 9 ) = x ( p , 2ot - 9 ), %{ p , B ) -z(p, 2w-(9). 

所以，沿曲面与平面 y = 0 的交线曲面自交. 

类似地可以证明，沿曲面与乎面*=0的交线曲面也是自交的 
〔这对应于心 - m— 心的情形）.容易看出，以上是 Emit 
per 曲面仅有的自交情況. 

感谢 Aloides Lins Neio 为画出图 3-44 的第一个草图设计了 
这个例子. 

进入下一个例子之前，在极小曲面和复变量的解析函数之间 
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将建立一个有用的关系.用 c 表示复平面，通常命江一《+如， C 
e C , ( w , w 6 R a , 这样, c 就与 R s 等同起来, 回忆一下， | 函数/: u 
ciC ^ C 称为解析的,如果将/表示为 

/(0-/ i («, «)+®/aK v ), 

实函数 / i 和 / a 有连续的一阶偏导数，且满足下面的 Oauohy - 
Riemann 方程： 


du di ) ， dv 8u * 
: R a — R 3 是正则的参数曲面 ，5 


现设 C / czR a — R 8 是正则的参数曲面，并定义复函数外, 
内,<?3如下： 


其中 y 和 e 是 Z 的分量函数. 

引理当且仅当？>〖+4+史!=0时， X 是等 温的. 若上条件 
满足，当且仅当私外和抑是解析函数时,1是极小的. 


证明经简单的计算得到， 

这就证明了引理的第一 部分. 此外， ® uu + a ^=0 的充要条件是 


■1:0 —备 (尝》 去(备)一去(尝)， 
丟(备 )一 lr ( 备)， 


这就给出对？> 1 ,内，种的 Oauohy - Eiemann 方程的一半，而另一 
半是自动满足的,这就证明了工《«+工*«»0必须且只须外，外和 
抑是解析的.证毕. 

例 8( Sohe : rk 极小曲面）这是由下面的方程给出的， 


*(^ 切 )=( ar S ar 8 JZY> l °s I f 马 I )， 

土 1, 土夂 

其中 卜以岣 argC 是（的幅角(实轴与 S 所成的角）. 
容易算得， 
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， ! C s +1 I 1 w (« 2 -« a +l) 3 +4wV 
log -= T log 


因此, 



因为炉?+9^+炉 3 曰 0 和 9> i , 抑，？>8是解析的，故 X 是极小曲面的等 
温的参数表示. 

从®, y 和 a 的表示式容易看出， 


这个式子表明， Soiierk 曲面定义在如图 8-46 所示的棋盘状 
的图案上(除去这些正方形的顶点,实际上它对应曲面上的竖立的 
直线). 

极小曲面也许是微分几何中研究得最多的曲面，我们只是稍 
微接触了一下这个题材.下面列出的是一本很容易读的入门书， 
R . Osserman , A Survey of Minimal Surfaoea , Van Nos 七 rand 
Mathematical Studies , Van Nostrand Reiniiold , New York , 
I 960 .极小曲面理论已发展成为微分几何的一个内容丰富的分支， 
对其中的一些有趣和不平凡的问题仍一直在进行研究.它与复解 
析函数和偏微分方程有深入的联系.极小曲面理论和其它漂亮的 
理论一样具有迷人的 性质: 它的结果既易于见到和想象，却又难于 
证明.为给读者增加一些对这一主甄的兴趣，我们在结束这个简 
短的讨论前不加证明地叙述下面一个引人注目的结果. 

定理 ( Osserman ) 设汉 cR 8 是 R 8 中的正则的，闭的(作为 
R * 的子集)极小曲面,且非平面.则 Gan ® 映照 iV ：: 8-^8 a 的像在 
球面 以中是 稠密的(即，对炉中的任一点，都有与它任意接近的 
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jsr ⑻ c 炉中的点). 

这个定理的证明可以在上面所引的 Osserman 的书中找到 ； 
事实上，这个定理在它应用于完备曲面时是稍强一些的,关于完备 
性的概念见 §5-3. 



直纹面和极小曲面 
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习 魍 

1. 证明: 正螺面(参看 S 2-5, 例3〉是直纹面，它的腰曲 线是* 轴，分布参数 
是常数. 

2. 证明: 在旋转双曲面上，半径最小的纬圆是腰曲线，母线 
与它交成定角,分布参数是常数. 

3. 设 《:J—5cR» 是正则曲面厶上的一条曲线，考虑由直线族 {«(*), 
扒 *)} 生成的直纹面，其中 ■W(t) 是曲面在 a ⑴的法向. 证明： 《(Z)eS 
是 S 的曲率线的充要条件是这个直纹面是可展的. 

4. 假设非柱面的直纹面 

X(f, v)=a{t) + vw{t), |w)| =1 

是正则的.是 X的两条母线的方向，且:竹)， X(4 a , 
外)是这两条母线的公垂线的垂足.当 *1 时，这些点趋于一点 x { h , 
«). 为决定 (b 证明下列 结论： 

公垂线的单位向量收敛于曲面在 (k W —个单位切向置.总之，在 
ih, «)； (w'hw, W)=0. 
b. 石 = -(<<*’ ， w')/(w', «/>)• 

所以 ，（b 是通过 {l 的母线的中心点，这就给出了腰曲线的另一个 
几何解释(假定非奇异). 

5. 直劈锥面是直纹面，它的母线4与一个不与准线 a: r—R* 相交的定轴 
r 垂直相交. 

<»■ 给出直劈锥面的一个参数表示,并决定它不是柱面的条件. 
b. 给一个非柱面的直劈锥面,并求它的腰曲线和分布参数《 

6•设 


X(f, v) = a(t)+vw(t) 

是可展曲面. 证明 ，在正则点， 

(N v , X U ) = (N V , Z,)=0. 

并且,沿固定的一条母线(正则点〉可展曲面的切平面不变. 

7. 设 <5 是正则曲面，是 5上的正则曲线，且它在毎一点的切向都不 
是渐近 方向. 考虑沿的切平面族的包络.证 明：经 过一点 peC 的 
母线的方向与在 p 点的切方向共轭. 

8. 证明:若 (7c5 3 是单位球面炉上的纬圆,则沿<7以的切平面族的包络或 
为圆柱面，若 C7 是 赤道; 或为圆锥面，若 (7 不是赤道. 
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9. (ffi 曲面).设 S 是没有抛物点或脐点的正则曲面，孓口—及是 S 的参数 
表示,使其坐标曲线为曲率线（当V充分小时,这是可能的，参看§ 3气 
推论 4). 参数曲面 

1(,u, v)=X(u, «)+pi^(M, u), 

Z(u, v)~X(u, v) + Pa N(u, v~), 

称为 x(co 的焦曲面（或杖 刃的中 心曲面，其中 P2 =i/% 这 
个名称的来源是由于，例如， 7(M, o 是在 X( m , 0的对应于主曲率 fci 的 
法截线的密切圆的中心(参看§ 1-6, 习题 21). 证明： 

a. 若 (&>„ 和 (fc 3 )„ 处处不为零,则 Y 和么是正则的参数曲面. 

b. 在正 则点,对应于 X(i7) 的主方向的 焦曲面 上的方向是共轭的.这就 

是说, 例如,对所有的 (《, «) 6 T, 和 Y„ 是 T(F) 中的共轭 向貴. 



图 a *4« 焦曲面的作图 


C. 焦曲面 r 可以构造 如下： 考虑: X ( f 7) 上的曲率线 Z ( M , 常数 ), 沿曲会 
常数 )Z(CO 的法线生成一可展曲面 (参 看习题 3). 这样 的可月 
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曲面的腰曲线在 r(f/) 上，且当 X ( u ， 常数）描出 X { U ) H , 这曲线就 
描出(图 W6). 

10. 例 4 能被推广如下.一个单参数可微平面族忙⑴，汉 (0} 是一个对应， 

对每一个 KZ, 对应一点 a ⑴ eR 3 和一个单位向量 Y(i)eR a , 且使 a 
和 AT 是可微的映照.平面族 ^(0} (a Z) 称为切平面族，如果 
对所有的 a r, NC*)> = 0. 

a. 证 明:一 个可微的单参数切平 面族知 CO, W(0] ■决定一个可微的单 
参数直线族忙 (t), (WAW')/| 妒1}，它生成可展曲面 

v) — + v C*) 

曲面 （*) 称为切平面族 {«(*), 汉(0}的包络. 

b . 证明，若对所有的 teZ， a '( t ) A { N { t ) AN \ t ))^0, 则包络 （《) 在 
V=0 的邻域中是正则的，且X在 (t, 0) 的单位法向量是 _• 

c . 设 a =ct( S ) 是 R 8 中的参数曲线， s 是弧长，《的曲率 Ks) 和挠率 
处处不为零. 证明： 密切平面族 {»(s), b { s )\ 是可微的单参数切平面 
族，且其包络是 a〔s) 的切线面（参看§ W， 例 5). 

11. 设叉=<«, «) 是正则的参数曲面.X的平行曲面是参数曲面 

T(u, v)=X{u, v)+aN{i*, v), 


其中 c* 是常数. 

a. 证明： 

r u A7„=(l- 2 丑 a +Ka^)(X u A 又)， 

其中瓦和丑分别是X的 Gauss 曲率和平均曲率. 

b. 证明，在正则点 ，: T 的 Gauss 曲率是 

K 

l -^ Ha+KoP 1 

y 的平均曲率是 

H—Ka 

l -2 Ua + Ka ? - 

c. 若曲面X有常数平均曲率坤0,并考虑距X为 1/2(5 的平行曲面 .证 
明: 这个平行曲面有常数 Gauss 曲率 4o 3 . 

12. 证明：不存在紧致的(即，在 R 3 中有界的和闭的)极小曲面. 

13. a. 设汉是没有脐点的正则曲面. 证明: <9是极小曲面的充要条件是 

Gauss 映照 iV: S — 沪 对所有的 P & S 和所有的 r p ( s ), 满足 

(dN^Wt), cHH> a )> 脚 )=A(p)(wi, w a >„ 

其中 A( P ) 士0是仅依赖于 p 的一个数. 
b. 设X: [/— 炉是单位球面妒的用汍❼6 C； 给出的 一个参数表示，其 
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中0是余纬度 （参看 S 2-2 ，例 1), 6 是由 0决定的纬圆的 弧长.考虑 
«中的极小曲面沒的一点 P 的邻域 A 使况改~»<^ 限制在 F 上是 
微 分同胚(因为由 反函数 定理，这样的 F 存 
在〉. 证明：参数表示-是等溫的(这就给出在没有 
平点的极小曲面上引入等温参数的方法). 

14. 若两个可微函数 / ， flr: ?7cR 2 -»R 满足 Oauchy-Biemann 方程 



容易 看出， 它 们是调 和的; 在这种情况,/和2称为 调和共轭的.设 X 和 
T 是极小曲面的等温的参数表示，且它们的分量函数是成对地调和共 
轭，则 X 和7称为 共极的权小 曲面 . 证明： 

a . 正螺面和悬链面是共轭的极小曲面. 

b. 给定两个共扼的极小曲面 X 和 r ，对所有的 WR, 曲面 

Z=(cosO^ ： +(8m t)7 (•) 

也是极小的. 

c . 单参数族 (0 的所有的曲面有相同的第一基本 形式： 

■B= 〈 >Z U ， 叉“〉 = 〈 Y„, 7„), ^=0, G = {so v , xj} = (7 U , 7 U \ 

所以，任意两个共轭的极小曲面能被一个单参数的极小曲面族连接 
起来，且这个族中的曲面的第一基本形式与 t 无先 
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附录自伴随的线性映照和二次形式 

在这个附录中， F 表示2维的向董空间，并賦予内积 <•> .下 
面所有的内容都容易推广到 n 维的向纛空间，不过，为简单起见， 
我们仅处理扣=2的情形. 

线性映照 XF—F 称为自伴随的，如果，对所有的 w € F , 
(.Av, w) — <«, Aw}, 

注意，若{仏办}是 F 的一组标准正交基， (ay), i , j = l, 2, 是 
2对这组基的矩阵，则 

<M, ^>-a ij = <e J , Ae^~<Aei, 

即矩阵(叫)是对称的. 

每一个自伴随的线性映照，都有与之相对应的映照 Arxr 
— r , 其定义为 

B(w, w) —w>. 

显然 , B 是双线 性的； 即，它对 T 和切都是线性的.此外, A 是自伴 
随的这一事实就保证了 ~ B ( W , d ) -B(v, w)i Bp, 5 是 F 上的双线 
性对称形式. 

反之，若5是 F 上的双线性对称形式,则由 a ®, w>~BCw, 
»0就能定义一个线性映照 A r-*r, 并且 , s 的对称性就保证了 j 
是自伴随的. 

另一方面，对 f 上的每一个对称的双线性形式及由 
Q(v) =B(v, -»), v^V, 

就对应 r 上的一个二次形式 Q , 并且，由 

B(u, v) ^-^-CQCu+v) — Q(u) — Q(v)], 

丑由 Q 完全决定. 

所以，这就得到了 r 上的二次形式和 r 上的自伴随线性映照 
之间的一个 1-1 对应. 
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第三章 Gauss 映照的几何学 


这个附录的目的是，证明(见下面的定理)对给定的一个自伴 
随的映照為 v ^ v , 必存在 r 的一组标准正交基，使 2 对这组基 
的矩阵为对角形.并且，对角线上的元素是对应的二次形式限制 
在 r 的单位圆周上的最大值和最小值. 

引理若函数 Q (*, 女)一0^+26吵+妒限制在单位圆 ® a + 
y a =l 上在 (1, 0) 有极大值，则 6-0. 

证明将圆周 d +#= l 参 数化： 

x^Gost, #6 (0—8, 2sr—s). 

于是，限制在这个圆周上, Q 就变成 < 的一个函数： 

Q(t) =flscos 2 i+26oosfsin#+csm a #, 

因为 Q 在点 (1, 0) 有极大值，故有 

d 2& ~ 0 . 


因此 , &=* 0 . 证毕 . 

命题对给定的 F 上的一个二次形式仏存在 F 的一组标准 
正交基{办， 《 a }, 使得，若 1) =晚+於 F ■，则 
QC ^- Xia ^+^ a ^, 

其中; W 和 A a 分别是 Q 在单位圆 h I == 1上的最大值和最小值. 
证明 设心是 Q 在单位圆 ki = l 上的最大值，以是使 Q ( ei ) 
的单位向量.由 Q 在紧致集合 h | -1 上的连续性,这样的& 
是存在的.设办是垂直于 h 的单位向量，记 A a = Q (^). 现在证 
明，基 e 2 } 满足命题的要求. 

设5是与 Q 相对应的对称双线性形式,^咐+抑.则 
Q(v) ^B(v, v) ^B(<cei+ye aj xe^ye 2 ) 

沈 hxa?+2bxy + 久通 3 , 

其中 & = e 2 ). 由引理, &=0, 剩下来的只要证明 k 是 Q 在圆 

hi 上的最 小值. 这可以立即得到，由于，对任何的 ^) = 0^+ 
V «2 都有 

Q(u) = ?*i® a + ^ Xa (a； 2 + y a ) = Xa, 

筅中已利用 h 证毕， 



附录自伴随的线性映照和二次形式 
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向量称为线性映照 V - W 的一个特征向量，如果 At 
A 为某一 实数； X 称为 A 的特征值. 

定理设 A hF 是自伴随的线性映照.则存在 F 的一组 
标准正交基 { ei , e a }, 使 ■4^ a = A a e a (即, ei 和办是益的 
特征向量, h 和 U 是4的特征值）.于是,在基 {« i , e *} 中, 4是对 
角形的，且对角线上的元素 h 和心（设 ^> K ) 分别是二次形式 
Q (- w ) 1!>在 F 的单位圆上的最大值和最小值. 

证明考虑二次形式 O 根据上面的命題存在 F 
的一组标准正交基{〜办]•，使 Q ( ei ) = A ： t , Q (« a ) 其中入 i 

和 h 分别是 Q 在单位圆上的最大值和最小值.所以，剩下来只要 
证明 

Aei = Xiei, Aea^^sfia. 

因为 5( 〜 e a )^<M, 心一 0 ( 由引理）和 e 2 _0, 故必有 A ei 
平行于 ei 或 0. 若 Ah 平行于 e! ，则 4e t = a@i, 又因为 <Ae 1} 
ei>-^i - <««i, «i>=a , 就得到了 Aei-Xie^ ^ ^.«i = 0, 则 ?^ = <4 
e-i., ei>-=0, 亦有 Aei —0 = Mi. 所以）在任何情况都有 

利用 

B(ei ， e a ) = {Ae 2 , ei>=0 
和 

同样的方法就能证明证毕. 

注上面的结果对 <>2)维向董空间的推广，仅需采取下面 
的 措施. 在前面的命题中，我们选取 Q 在单位球面上的最大值& 
然后说明，将 Q 限制在与垂直的子空间 F ：! 上为二次 
形式 Qi , 再把 Qi 在 h 的单位球面上的最大值取为 h = Qi (« i ), 并 
如此继续即可. 



第四章曲面的内蕴几何学 


§4-1 引 言 

我们在第二章引进了曲面 汉的第 一基本形式，并且说明了如 
何用它来计算曲面 S 的一些简单的度董概念（长度， 角度 ，面积 
等）.其要 点是： 一旦知道了曲面的第一基本形式，则可以不“离 
开”曲面来进行这些运算.正因为如此,我们把这些概念称为曲面 
的内蕴量. 

但是，上面列举的这些简单的概念并没有包罗由第一基本形 
式确定的几何学的所有内容.我们在这一章将要看到，曲面的许 
多重要的局部性质只用第一基本形式就可表达出来.对这种性质 
的研究就叫做曲面的内蕴儿何.这是本章的目的. 

在§ 4-2,我们将定义等距的概念,它基本上是把“两曲面有相 
同的第一基本形式”这一直观的说法严格化. 

在§ 4^8 ,我们要证明著名的 Gauss 公式，它把 Gauss 曲率疋 
表示为第一基本形式的系数及其导数的函数.这意味着瓦是一 
个内蕴量.如果我们想一想 I 曾经是用第二基本形式来定义的， 
就可知道 Gauss 公式是非常令人惊讶的事实. 

在§4^4,我们要开始对内蕴几何作一系统的研究.其结果 
是： 内蕴几何可以通过曲面上向量场的协变导数这一概念来统一 
地 处理.协变导数是平面上向量场的普通导数的推广，在这一章 
中，它 自始至终起着重要的作用. 






§ 4 . 2 等距对应;共形映照 [215： 

§4^6用来讨论 Gauss - Bonnet 定理，局部形式和整体形式都 
讨论. Gauss-Bonnet 定理也许是本书最重要的定理.即使课程 
较短,也应该尽量讲一讲§ 4-5. 

在§4-6,我们将定义指数映照，并利用指数映照引进两种特 
殊坐标系——法坐标系和测地极坐标系. 

在§ 4- T ， 我们将处理前几节遗留下来的有关测地线的一些不 
易处理的问题.例如，我们要 证明： 对曲面 S 的每一点色均存在 
—个邻域使得这个邻域是其中任何点的法邻域(法邻域的定义见 
§4-«).这个结果及有关的一个结果在第五章要用到.但是在初 
读时，承认这些结果而略去§4^7或许更方便一些.我们还要证 
明凸邻域的存在性,但它在本书的其它地方并没有用到. 


§4-2 等距对应;共形映照 


§ 2;的例1和例2揭示了一个有趣的 性质: 虽然柱面和平面 
是不同的曲面，但它们的第一基本形式“相等”(至少在我们已经考 
虑过的坐标邻域中）.这意味着局限于内蕴的度量问題(长度，角 
度， 面积),平面和柱面的局部性态是一致的.（这在直观上是显然 
的,如果我们将柱面沿一条母线剪开，则可以把它铺开到平面上). 
我们在这一章将会 看到： 正则曲面的许多其它的重要概念也只依 
赖于曲面的第一基本形式,因此应该包括在内蘊量的范畴之中.我 
们就来严格地说一下“两正则曲面具有相同的第一基本形式”这句 
话的确切含意. 

汉和 S 将总是代表正则曲面. 

定义1微分同胚把汉是等距对应，如果对于任意的 


2^汉和奶，€%(«),均有 

= 御 pOiL ^> p ( w a )\( p ). 

此时，曲面汉和 S 称为是等距的. 

换言之，微分同胚 P 是一等距对应，如舉微分映照和保持内 
积 的话. 由此可知，却是线 性等距映照. 即 对所有 mer , ⑷)，有 
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第四章曲面的内蕴几何学 


A (疋）= 广 <如« 知 ( w)>， (w = J ■咖 (知 p( W )). 
反之，如果微分同胚 P 保持第一基本形式,即对所有 T f ( S ), 
jr p (w) =I vif> (d(p p (w)) , 

则 


2<w^, w 2 } = I v (w 1 +w 2 ) T t (.w 2 ) 

= I 咖 (d(p f (Wi+w a )) - (dgo p (wi)) 

- J ^ Cc ^/ wa )) 

= 2< s d<p p (w 1 ), Ap„(w 2 )y. 

因此， <P 是等距对应. 

定义 2 设 K 是点2>€汉的一个邻域. 映照奸 F->S 称为在 
P 的局部等距对应，如果存在 g >( p)e S 的一邻域 F 使 得炉: F->F 
是等距对应.如果在 S 的每点均存在一个到 S 的局部等距对 
应，则称曲面 S 局部等距于 S S 和 S 称为局部等距的，如果 6' 
局部等距于 S 而且 S 局部等距于 

显然，如果§是微分同胚并且对于占的每点 P 均为局 
部等距对应，则 P 是一整体等距对应.但也可能出现这种情 形:两 
张曲面局部等距,但不是整体等距,如下例所示. 

例1设5(仍是柱面的坐标邻域，其定义如 §2-5 的例2所 
述(我们已将该柱面的参数表示 r 改成❼ . *(把)是§ 例1所 
述的平面.映照？是一局部等距对应.事实上，在柱面的 
一点每个切向量切均为某条曲线 5(«0), <<)) 的切向 
董，这里 (《«, <0)是在 UcR 2 中的曲线.因此，切可以表为 


另一方面，咖 (>) 是曲线 

tp(x(u(t), v(t)))^a>(u(t), v(t)) 
的切向量.因此，和 (w) =o； u w'+avi /. 由于 
E = E , F=F , ， 

所以有- _ 

J „( w ) ^ E { v ： y + 2 JW + 郎 0 * 
= E{u , y+2Fuv' + Q(v) a 


替4-2 等距对共形映廂 
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=J_(d^p(w)). 

由此可知,柱面 * a +2 / a = l 局部等距于乎面. 

这个等距对应不可能扩张到整个柱面上，因为柱面甚至不能 
与平面同胚.这一结论的严格证明会使我们离题太远，但下面直 
观的推理可以给出证明的思路.平面内的任何简单闭曲线可以在 


平面内连续地收缩成一点(图 4-1). 这一性质在同胚对应下肯定 
保持不变.但是，柱面上的纬圆（图 4-1) 却不具有这种性质.这 


就否定了在平面和柱面之间存在同胚映照的可能性. 



图 4- 1曲线 G 匚 P 可以在平面 f 内连续地缩成一点.但 C '< ZB 却不行 


在举更多的例子以前,我们要推广上述的推理,从而得到在局 
部坐标中判定局部等距的准则. 

命题1 _假定存在参数表示而 "―汉 和；: U -> B 使得 E ^ E , 
F ^ F , G = G . 则 映照史< 刃 — S 为一局部等距对应. 

证明则 w 是曲线 *(«(0)在*一0 
的切向量，其中《(0 = («(0, W )) 是 v 中的一条曲线.因此，在 
*=0, w 可以表为 


w-=a> u u'+x v %'. 

根据定义，向量咖 O ) 是曲线的切向重.即曲线 
«)) 在卜0的切向量(图 4-2). 


因此, 


由于 


d < p f ( w ) 
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第四章曲面的内蘸几何车 



I f ( w ) ^ E (^ y +2 FuV + GW ) a , 

I„ (f) (d<p P iw))，E {u , y+2Fu'v'+GW)\ 

所以，对所有史 e®o/) 和所有 we 巧⑹，均有 

因此是局部等距对应.证毕. 

例2设汉是一旋转面.并设占的参数表示(参见 §2-3 例 

4) 为 

®(«, *»)=-(/Woo 9 M, g{v)), 

a < v < b , 0<«<2 ro , f ( v ) >0. 

S 的第一基本形式关于参数表示 o; 的系数为 

E - (/«) a , F =0, G -(/ , «) a +( S f ， W ) a . 

特别地，悬链线® = acosh% z - av , -«><v<oo, 的旋转面有 
下述参数 表示： 

»(«_, v) -= (o cosh -b 009 u, a oosIid sin w, av), 

0<u<2oc 3 —oo<d<oo j 

对于上述参数表示，曲面的第一基本形式的系数为 

E = o a cosh 2 v, F—Oj (? = « 2 ( 1 + einli a D) =-a a oosh a o. 

此旋转面称为悬链面（见图 4-3). 



我们将证明悬链面局部等距于正螺 面(§ 2-5 例 3). 

正螺面的一种参数表示为 

x{u, v) =* (voom, isinM, m), 0<u<2?v, —oo<®<oo. 
让我们选取下列参数 变换： 

«— «, osiaht;, 0<«<2 of, —oo<®<oo, 

这个变换显然是 1-1 的，而且 Jacobi 行列式 

d(u, V) 

处处不为零.因而,正缧面的一种新的参数表示为 

X(m, v) — (aaioliuooeu, asmiiusiiiM, au), 

相应的第一基本形式的系数为 

jB— a a oosh a ^ G—a a ooah a v, 

利用命题 1 可以得到悬链面和正颯面局部等距的结论. 

图4~4给出如何进行等距对应的几何思想.它把正螵面的 
“一转”(对应于坐标邻域 OCuCSw ) 映成除去一条子午线 的悬链 
面. 



^ ^ 等距对应;共形映照 


L 2 Z 1 J 



id: 

图正螺面到悬链面等距变形的过程 


注1正螺面和悬链面的等距对应在第三章已经出现过，那 
里是从极小曲面的角度考 虑的； 参考§ 34 习题 14 . 

例 3 我们将证明单叶锥面(去掉顶点） 

s^+Wa^+J/ 8 , (jb, y) # (0, 0), 

局部等距于平面.其想法是证明锥面去掉一条母线可以展成平面 
的一部份. . 

设 C / CR > 为开集，其极坐标 ( p , 的满足 
0<|0<00, 0<^<2wsina, 

其中 2«(0<2«< ar ) 是锥顶角(即吨心妁，并设映射 R * 
(图 ㈣ 为 


禁四章曲 ffl 的内鏟几何学 



显然，朽 C0 包含在锥面内，因为 

Jc\/ a^+p 3 — ctgaV f^sm^a — poo0a=z, 

更进一步，当沒变化范围为 (0, 2® sin «) ,则 e/sin «的变动范围为 
(0,2®) 因此，锥面的所有点除去母线0=0均被 F ( C 7) 覆盖 • 
容易检 验及和 研在 C ； 中是 1-1 的；因此, P 是 t ； 到除去一条 
母线的锥面的微分同胚. 

现在，我们来证明及是等距对应.事实上可以看成为一正 
则曲面，其 参数 表示为 

x(p, 9) = (pooBOj psmd, 0), 0< p < oo , 0<^<2 imsina . 

U 对于上述参数表示的第一基本形 f 的系数是 
1, F =0, 沒 "*〆. 

另一方面,锥面的第一基本形式关于参数表示的系数是 
E ^ l } • F — 0, G — , 

由命題 1可知, P 是一局部等距. 

注 2我们知道在曲面 S 上可以 只用第 一基本 形式来计算曲 
线的长度，这一事实允许我们对 S 上的点引进“内蕴”距离的概 
念.大体上说，我们定义占上两点间_’的（内 蕴)距离 d (2>, ?) 为没 
上连结 P 和2的曲线的长度的下 确界. （我们要在 §5-3 详细地 




8 4 a 等距对应，•共 形映妝 
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说明 .） 这一距离显然要大于或等于？到2的 R 8 中的距离 
(图 4-6). 我们将在习題3中证明距离 d 在等距对应下保持不 
变； 也就是说，如果价是一等距对应，则对于有 

•, ?) -d(<p(p) } <p(q)), 

正则曲面的等距对应是关于度量 
性质的很自然的等价性概念.正如从 
可微性的观点考虑，微分同胚的曲面 
看成是等价的 一样； 从度鼋的观点来 
看，等距的曲面也是等价的. 

在研究曲面时，也可以定义其它 
类型的等价性.对于我们来说，微分同胚和等距对应是最要紧的. 
但是，在讨论某些与复变量的解析函数有关的问题时,引进共形等 
价也是重要的.我们现在就来简要地说一说. 

定义3微分同胚釣 S^S 称为共形映照，如果对所有 j >€ 
n, 叫 €T，(S), 我们有 



dq> 9 (y a )y^X\p){vi, «a>„ 

其中 V 为 S 上处处非零的可微 函数； 这时曲面 s 和 s 称做是共 
形的.从2>点的邻域 r 到 S 的映照开 F — S 称为 P 点附近的局 
部共形映照，如果存在? >( p ) 的邻域 F 使得仍是共形映照. 
如果对于每点议，均存在一个2> 点附近的局部共形映照则称曲 
面 iSf 局部共形于 S . 

上述定义的几何意义是共形映照保持角度(不一定保持长 
度）.事实上，设《: I—S 和/3: 的二条曲线,交于 i =0. 
在 f =0 处的夹角为 


COS0 = 


0<^<3 F . 


■RTW 

共形映照％ s —否 把这些曲线映成曲线炉。《: i — s 和 < p°i 
它们交于 t = o , 其交角5为 

⑽ 0 -wmwwj] 1 
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结论得证. 

不难证明上述性质表示了局部共形映照的特征（习题 14). 
下面是命题1在共形映照时的类似命题，其证明也留作习题 1 . 
命题 2 设 a: U—H U-^S 为参数表示使 得！! = _， 卜 
仰, 0 = 在 C / 中成立， 这里 P 是在 J 7 中处处非零的司•微函 

数. 则映照炉 =5^ X 7)-^ 是一局部共形映照. 

容易看出，局部共形性质是一等价 关系； 也就是说，如 果氏局 
部共形于私且馬局部共形于私，则爲局部共形于私. 

共形映照的最重要的性质是下面的定理，但我们将不予以证 


明. 


定理任何两个正则曲面是局部共形的.证明的根据 是：正 
则曲面的任何点的一个邻域有一参数表示使得第一基本形式的系 
数为 


E = X z {u, v) >0, F=0, Q = %?{u, d). 

这种坐标系叫做等溫坐标.一旦假设了正则曲面沒的等温坐标 
系的存在性，则 S 显然局部共形于平面，根据复合映照性质，可以 
局部共形于任何其它的正则曲面. 

在任何正则曲面上存在等温坐标系的证明是很细致的，这里 
不说它了.感兴趣的读者可以査看 L. Bers, Riemann Surfaces, 
New York University, Institute of Mathematioal Science, New 
York, 1957 〜 1958, pp. 15 〜 36 [注] • 

注 8 等温参数表示在第三章有关极小曲面的内容中已经出 
现过.参考 §3-6 的命题2及习题 13. 

习 匾 


1 . 设映照为 


[ 注 ] 也可参看陬省身 (s_ S. Chern) 的文章 “An elementary Proof of tha 
existence of isothermal Parameters on a :surfac9”, Proc. 9 (1955), 771~ 
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F ( ii , «) = («siaacosv, wsinasinv, u cc® a ), 

(«； v)6 ?7 = {C«, v)g R 2 ;m> 0} ; ot= 常数. 

a. 证明 F 是？ 7 到锥面 (7 的局部微分同胚.锥面 C 的顶点为原点，锥 
顶角为 2ot. 

b- F 是局部等距对应吗？ 

2. 证明命题1的“ 逆”： 设扔 S 是等距对应，且—汶为 pe 汉附近 
的参数表示,则3= ? 。0： 为？ >0) 附近的参数表示且 S=E, F =^ F , G = 

e. 

*3. 证明：微分同胚为等距对应的充要条件是 S 上任何参数曲线 
的弧长等于?>下的像曲线的弧长. 

4. 利用球极投影(参见§ 2- 2 习题 16), 证明球面局部共形于平面. 

6. 设％1^!1 3 , a 2: ZjR a 是正则参数曲线,其参数为弧长.假设叱的曲 
率 fci 和勿的曲率知满足匕 OS)=bOS) 卢0,汉€1•令 

Xi ( S , v )= a 1 ( S )- i - va , 1 iS ), 

Xi (8, v )= a 2 ( S )+ va ! i ( S ') 

为它们的(正贝 lj) 切线面（参看 § 例 5) 且令 F 为(私，„。)的一个邻 
域 ) 使得巧0) £= 尺 3 ,0： 2 0；)〔!^是正则曲面（参看§2- 3 命题^). 证明： 
xiox ^ 1 ： :r 2 («)-»a；i(i0 是一等距对应. 

•6. 设 R 3 为一正则参数曲线,其曲率 子 0, KI . 令;0为它 
的切线面. 证明： 对每点 (k «。）6 h(R-{0}) 均存在(心，％)的一个 
邻域《使得 *0) 等距于平面的一个开集.（因此,切线面局部等距于平 
面 •） 

7. 设 F 和 W 为(有限维)向量空间,其内积记作<,>并设 F: 7—Tf 为线性 
映照. 证明: 下列条件 等价： 

a . 对所有 v 3 £V 有 〈 F ( v ： i )， F { v ^)} = (vu ua ). 

b . 对所有 r € F，I =| v |. 

c . 若 { h …， e „} 为 F 的标准正交基，则 { F («0, …， #(«„)} 为『的 

标准正交基. . 

d . 存在 F 的一组标准正交基{巧 ，…， v „} 使得{尺列) ，…， F ( t ；„)} •为 
W 的标准正交基. 

若上述条件中的任何一个被满足，则称 F 为7到 TT 的线性等距时座. 
(当 W ^ V , 线性等距对应常叫作正交变换 .） 

*8. 设映照的 B 8 — W 适合 

|<?(p)-(?(g)| = |p-?|, Vp, gg R 8 . 

(也就是说, G 是保距映照).证明 :存在 R* 和向量空间1^的-”线 
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性等距对应 F (参见习题 7) 使得对所有 P€ R*, 
G(P)=F(P)+P 0 . 


9. 设 Si, 私和& 为正则曲面.证明： 

«. 若屮: S !-* S 3 为等距对应，则? S 3 ^ 也是等距对应. 
b . 若妒 Si 媽，如 浼4 办是等 距对应，则 屮 。朽负4馬是等距对莳、 

这表明正则曲面 s 的等距对应自然构成一个群,叫作汉的等距群. 

10. 设 S 为旋转面. 证明: 关于旋转轴的旋转是 S 的等距对应. 

•11. a. 设汶 CR» 为正则曲面并设 F:R 3 ^R s SR* 的保距映照(见习题 8) 
使得 证明: F 限制在 S 上是 S 的等距对应. 

b. 利用上题证明:单位球面 ® 3 +i/ 3 +s 3 =l 的等距群(见习题 10) 包含干 
R 8 的正交线性变换群内(实际上一致;见§ ^4的习题 23). 

c. 举例说明存在等距 对应灼 S ^ Sn , 它不能扩张为保距映照 F: R 3 — 
R 3 . 

*12- 设<? = {(而！/， WeP' 3 ; = 为圆柱面.构造一等距 对应？ vC^ 

C 使得 P 的不动点集，即，集合 {■? € O, q >( P ) =•?} 恰好为两个点. 

13. 设 F 和 W 为有限维向量空间，其内积为〈,>.设 G:F->W 为线性映 
照.证明下列条件 等价： 

«• 存在实常数使得 

( G ( Vl ), G ( v 3 )) = X \ Vl , v 5 > 

对所有％成立. 

b. 存在实常数 a > o 使对任意” eT 有 

c. 存在 F 的一组标准正交基{也…， M ■使得{0(0,…，是 
怀的正 交基. 而且向量 <?(«<), »-1,…，》的长度相等（羊 0). 

若上述任一条件被满足，则叫作线性共形映照（或相似映照) . 

14. 我们称可微映照？私保角，如果对每个和每组《1， ％€!T P 
的)有 

COS(v 1; 1’2) =*0S (却 ,(1 ；：!)， 却 p («2)). 

证明： ？>是局部共形映照的充要条件是 P 保角. 

15. 设 ％ R 3 ->R S 由 9 (a: ， y) = (M(», t/), v{x, JO) 确定，其中 m 和 v 是可櫬 
函数适合 Cauchy-Biemann 方程 

心 = 叫， M y =-v*. 

证明： ？>是从 R 3 — <3到 R 2 的局部共形映照，其中 0={Or,v)€ 的<+ 
«卜0}. 

16. 设： r:7cR2—R3 , 其中 
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<p) € R 2 ; 0<炉<2«}， 

x{0, (p) — (sin 6 cos <p, sin0 sin (p, cos O'), 

为单位球面#的参数表示.设 

sj=u, tp=v, 

证明:坐标邻域 *( t /) = F 有新的参数表示 

y{u, v) = (aeohwcosv, seek m sin tanh«), 

证明: 对于参数表示 S /, 第一基本形式的系数是 
1 S=G=secli 3 M, F =0. 

因此， R 2 是一共形映照，它把妒的子午线和纬线映成平 
面的直线.这叫作 Mercator 投影. 

•17. 考虑单位球上的一个三角形，它的边为斜驶线(即与子午线的交角为常 
数的曲线;参看 S 3-5 的例 4), 并且三角形不包含南北极. 证明： 这样 
的三角形的内角和为 《. 

18. 微分 同胚炉 :这—及称为保面积映照，如果任意区域的面积等于 
?»( B ) 的面积.证明:如果既保面积又共形，则？>为等距映照 • 

19. 设炉 ={(*, y , «)e 为单位球. G = {{x, y, ») 6 R 3 ; 

* s +!/ 2 = l } 为外切圆柱面.设映照？>：炉-{(0, 0, 1) U 〔0, 0, -1)} = 

M-* 0 . 

其定又如下：对每点 Peaf , 过 p 点且垂直于02的直线交02于点 
q . 令 I 为从 g 出发且包含 P 的射线 (图 4-7). 定义？ >( P)=CfU 
证明:？>为保面积微分同胚. 

30. 设吒 J 7 c ; R 3 -> 汐为旋转面5的参数表 
示： 

x(u, v)=(/(v)cos«, /(v)sinM, 

9 Cv )), /»0, 

Uw ,{(«, v) e R 3 ; 0 <m<2«, a<v<b} m 

a . 证明 ：映照 R s 

是局部微分同胚. 

b. 利用上题证明旋转曲面汉局部共形于平面.并可使得每一局部共形 
映照0: Fc =^-> R 3 把邻域 F 的子午线和纬线映成 9{V) cR * 中的正 
交直线.（注意这是习题 1 C 的 Mercator 投影的推广). 

•• 证明 : 映照屯 M 



图*-7 



[228] 


第四章曲面的内蕴几何学 


1/)0, «)= ( M , J /(«)\ /(/'(«)) 2 +(/(>)) 2 如） 

是一局部微分同胚. 

d . 利用上题 证明: 对旋转曲面沒的每点存在邻域 Kc 汉和保面积映 


§4-3 Gauss 定理和相容性方程 


在第三章，通过研究切平面在一点的邻 .域 内的变化而得到各 
种 性质. 为了与曲线相类比，我们将在曲面上的每点配以一个标 
架(类似于 Frerxeii 标架)并研究标架向量的导数. 

汶通常表示正则可定向并且已定向的曲面.设 ptJciR 2 — 况 
为与占的定向相一致的参数表示.在的每点可配以一个自 
然标架，它由向量％, %和及构成.研究这种标架是本节的主 
题. 


利用基向量{%, 3^ 来表示向量 X u ，尤 c 和及的导数, 

我们得到 


®uu = r \^ X u + L \ N } 

x^r^x^r^x.+L^N, 
*«.= rhx ^ n ^.+ z ^ N , 



N u = a tl X u + aai . X V) 

N v = a 12 X u + a 22 ^ v , 

其中 《 tf , t 2, 已在第三章 得到. 其余的系数有待确定.系 
数 PH j, 瓦=1, 2,叫作汶关于参数表示 Z 的 Christoffel 符 
号.因为所以有也就是说， 
Ohristoffel 符号关于下标是对称的. 

将 (1) 的前四个关系式与#作内积，我们立刻得到 
L 广 K L 广 g , 这里 e , f 3 夕是汉的第二基本形式的系数. 

为了确定 Christoffel 符号，我们将前四个关系 式与％ 和％ 
作内积，得到 
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r^E+r^F^ix^, x u y^^E u , 

r\ x F-^n x Q^iX m , x„> = F.-l^ 

ThE+rjjr^ <X 吻 JT«> = \e v , 

r\ 2 F+n 2 a- <x uv , x e >= ^g U) 

ri.E-v il 2 F=<X TO ,X tt > =F v -^G a , 

rhF + n ^^ ix ^ !„>—々•. 


( 2 ) 


注意上述方程已分成三对，并且每一对方程组的判别式为 
EG - F a ^ O , 因此，上述方程是可解的，而且可以用第一基本形 
式的系数見 A 卩及其导数来计算 Ohrfetoffel 符号.我们将不 
给出 rj 5 的明显表达式，因为对于每一具体的情形，解方程组 (2) 
要更容易一些(见下面的例 1). 但是，基于我们能解方程组 (2) 这 
一事实, 下述推论是非常重 要的： 所有以 Ohxistoffel 符号表达的 
几何概念及性质均在等距对应下保持不变. 

例1我们来计算旋转面的 Chrigtoffel 符号.旋转面的参数 
表示(参见 §2-3 例 4) 为： 

♦ 1 >) = (f(v)co8u, f(v)mnu, g(v)), f(v)^0. 

因为 

■E=(f(v))' F-0, (?=(/^)) 2 +(^«) 2 , 

我们得到 

K - 0 } 

F u = F v = 0 , 

&u-0 t G^2(ff"+9'd") f 

其中撇号表示对《的导数.方程组 (2) 的头两个方程这时就给出 


心 0 , rh 一 (fr+Qy 

接下来方程组 (2) 的第二对方程给出 



[230] 


第四章曲面的内蕴几何学 


r ? a -0. 

最后,从方程组 (2) 的末尾两个方程得到 


no, n a ^ 


JT+gY 


(/') 2 +< y) a • 

我们已经知道, * u , 如和#的导数关于基 { X UJ X „, N } 的表 


达式仅渉及 s 的第一基本形式和第二基本形式.要想得到这些系 
数的关系,一种办法是考虑表达式 

(x uii ) v — (u u =o, 

(D„-(X 仰)⑶ 

N WJ - N vu =^ 0 u 

把 (1) 式代入，我们可以将上面的关系式写成 
A±JT u -\- v -b 0^ 

AzX^-h B 2 X ^ OsN = 0^ (3 a ) 

A 3 X u - hB 3 X v + O,N = 0, 

其中々队％ i = l ，2,3, 是 E ， F ， G ， e ， f， g 及其导数的函 
数.由于线性无关，因此 (3 a ) 意味着存在九个关系 
式： 


為 = 0, B t = 0j O t = 0 , i = l , 2, 3. 

作为一个例子，我们来确定关系式 4 = 0, 此= 0, 0^ = 0利 
用 （1) 式,关系式 (3) 的第一个可以写成 
rj 1 x u „+ r ? 1 x w +^„+ (7^)』"+ 

= n 2 x utI 4- rf 2 x Wi +/^ tl + CH a ) u x „+ ( rh ) u x v 
+ UN . ⑷ 

再利用 ( l ) 式并令的系数相等,我们得到 

^11-^12 + ■Tli.I'ls + ^«22 + (^ll) V 

=ri a r? 1 +r? 2 rf a +/a al + (r! a ) u . 


将已算得的的值代入 ( a w 的计算参见§ 3-3) ,得到 

{ r \ a ) a - (作)”+7^2 ^+ r w n . n , - 


( 5 ) 
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这里,我们暂停一下计算而注意这一 事实: 上述方程证明了下 
面的 Gauss 定理. 

绝妙的定理 ( Gauss ) 曲面的 Gaura 曲率疋 在局部等距对 

应下保持不变. 

实际上 如果叫 为附近的参数表示并且 
炉: FcjSf — S 是在 P 点附近的局部等距对应，这里 rcr ®( f 7) 为 P 
的邻域，则 y - xo<p 为; S 在炉 ( P ) 附近的参数表示.因为炉是一等 
距对应，第一基本形式关于参数表示 z 和 r 的系数在对应点？ 
和<?⑷，空 GF 是一致的；因而,相应的 Ohristoffel 符号也相等. 
根据方程(6)，■可以由给定的参数表示下的 Ohristoffel 符号确 
定.由此可知,对所有？€广 

上述表达式—— K 的值由第一基本形式的系数及其导数确 
定——称为 Gauss 公式.这一公式首先由 Gauss 在他的著名的文 
章 [1] 中所证明. 

Gauss 定理及其推论被认为是微分几何的最重耍的事实之 
一. 暂时我们只说及下面的推论 • 

在 §4-2 已经证 明过： 悬链面局部等距于正螺面.从 Gauss 
定理可以推出在对应点的 GauSfl 曲率相等，这在几何上并非显 

然. 

从本质上说，有意思 的是： 诸如 Gauss 曲率这样的概念，其定 
义基本上利用了曲面在空间的位置，但实际上却并不依赖于位置 
而只依赖于曲面的度量结构(第一基本形式). 

在下一节我们会看到，微分几何的许多别的概念也象 Gauss 
曲率一样，它们仅依赖于曲面的第一基本形式.因此讨论第一基 
本形式的几何(我们叫作内蕴几何)是有意义的，因为(一旦给定第 
一基本形式)它可以独立地发展而无须顾及包含曲面的空间. 

_为了多看到一点几何的结果,我们回到前面的计算.令( 4 ) 
式中的系数相等，我们看到关系式土- 0 可以写成 

[注]这一节的其余部份 到第五窣之前都不会用到.如 果略去 不读， 习厘7和 8 
也要省掸. 
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m cno wl-zvui. (m 

取出方程 (4) 中#的系数,我们得到0^ = 0的形式为 

e v -f^er\ i +f(r\ 2 -r\ 1 ')-gnu ( 6 ) 

注意关系式 (5a) 只不过是 Gauss 公式 (5) 的另一形式（当 

〜 0). 

对 (3) 的第二个表达式使用同一过程,我们看到方程 = 0 和 
札 -0 再次给出 Gauss 公式 (5). 更进一步, <7 2 = 0给出 

/,— 如 =0AW(il s -r} a ) - gl %, (6a) 

最后，同样的程序可用于 (3) 的最后一个表达式，其结果是 O 3 = 0 
为恒等式而為= 0和5 3 =0再次给出方程 (6) 和 (6a). 方程 (6) 
和 （ 6 a) 叫作 Mainardi-Oodazzi 方程， 

Gauss 公式和 Mainardi-Oodazzi 方程被称为曲面论的相容性 
方程. 

一个自然的问题是:在第一基本形和第二基本形之间，除了那 
些已经得到的方程以外，是否还存在另外的相容性关系式?下面的 
定理表明答案是否定的.换句话说，通过逐次导微或任何别的手 
续，我们不能在系数五， A 沒，0,/, P 及其导数之间得到更多的 
关系式.实际上，下面的定理要更明白一些，并且断言第一基本形 
式和第二基本形式局部地决定了曲面.严格地讲； 

定理 (Bonnet) 散 E , F , G ， e , J , g 是定义在开集 7c: R s 
上的可微函数 ，芯 >0和 (?>0. 假设给定的函数形式上满足 Gaum 
方程和 Mainardi-Codazzi 方程，并且则对每一点 
?€ 7存在 g 的邻域 VczV 和微分同胚 U ^ X ( U ) czR \ 使得正 
则曲面 a:(t/)c:R 3 分别以足兄沒和6/,交作为第一基本形式 
和第二基本形式的系数.进而，如果 C 连通并且 
5 : t7-^(C7)c：R 3 

是满足同样条件 f 微分同胚，则在 R 8 中存在平移 r 和正常线性 
正交变换 P 使得叉=^。/=>。工. 

此定理的证明可以在第四章的附录中找到. 

为了今后的方便，我们 来看〜 •看当坐标邻域不含有脐点而坐 
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标曲 线为曲率线时 (f = 0 =/) , Mainardi-Oodazzi 方程如何简 
化.这时 ，方程 (6) 和 (6a) 可 以写成 

ia ffTix , ffu — d^ia ^ T \ i , 

考虑到意味着 

r ?1 一 告香， 

r ^ = \ 

我们得到 Mainardi-Oodazzi 方程的形式 如下： 

… 1(4+ 条》 ⑺ 

gu== ^(i + a)- ( 7a ) 

习 瓸 

1. 证明 :如果 *为正交参数表示，即 F =0, 则 

K= ~ {-^ gU . 

2. 证明:如杲*为等温参数表示，即瓦=^=^>,0且尺=0,则 

K =-^ A { logK ), 

其中却 表示函 数史的 Laplace 算子由此证 明：当 E=G 
= ( w 3 +« 3 + C )_ 2 且 F =0 时，则 £：= 常数 =40. 

3. 证明：曲面 

x { u , v ) = (^ cos^j u sin * u , logw ), 

v)=(wco8d ， wsinv ； i>), 

在点 ^(«； V ) 和 X ( m , i ?) 具有相同的 Gauss 曲率，但映照 XoZ - 1 不蔫 
等距 对应. 这表明 Gmxss 定理的“逆”不成立. 

4. 证明： 球面上任一点的邻域都不能等距对应到平面内去. 

5. 如果坐标曲线构成 Tchebyshef 网（参见§ 2-5 习题7和8)，則 3=G 
— 1且 F = eos 0. 证明 .• 

2== '» 
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6. 利用 Bomiet 定理证明:不存在曲面 a (“，使得 S =(?= l , 卩=0并且 
e=1 > 9^-h /*<>. 

7 . 是否存在曲面 x = w ( u , v ) 使 E = l , F = 0 , <?= cos 2 m 并且 e = cos - u , 
/ =0, gr==l? 

8. 计算平面的开集的 Cliriatoffel 符号： 
a . 用笛卡儿坐标. 

b - 用极坐标. 

对每一情形利用 Gauss 公式计算 if . 

9. 论证:下列曲面为什么两两均不局部等距？ 

»• 球面. 
b - 柱面 • 

c . 鞍面《= 护一 J / 9 . 

§4-4 平行移动;测地线 


现在我们要系统地讨论内蕴几何.为了揭示概念的直观含 
义，在定义和解释时，往往涉及曲面的外围空间.然而，对于所引 
进的每个概念,我们都要证明它仅依赖于第一基本形式. 

首先,我们要定义向量场的协变导数,它是平面内向量的通常 
微分在曲面上的类似 概念. 回想一下，在正则曲面这的开集 Uc 
厶上的一个切向量场是一个对应它把每点■对应于一个 
向量 w ( P )6 3 7 p (> S ). 向量场 w 在 p 点是可微的，如果对曲面 S 在 
P 点 P 近的某一参数表示切关于基 { a； u , a：«} 的分量 a 和 
&C^ = aX u +i»X c ) 在 p 点为可微 函数. w 在 t / 中可微是指 w 在 
每点 pGt/ 可微. 

定义1设 w 为开集上的向量场.设 peu 且 re：r p (6a 
考虑参数曲线 


«••(— «(0) « f (o)«r. 

并设 te (- e , e), 为向 量场初 在曲线 ct 上的限制.将向量 
1(0) 垂直投影到切平面 2VS) 上，所得的向量称为向量场 w 对 
于向量 F 在 p 点的协变导数.这个协变导数记成 t ( o ) 或 
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(»(2>)(图 4-8). 

上述定义利用了 s 的法向量和一条在 p 点与 r 相切的特殊 
曲线 《. 为了证明协变微分是一个内蕴的概念并且与曲线《的选 
择无关，我们要在曲面 S 在点附近的参数表示 *(«, «) 下，给出 
协变导数的表达式. 

设«(0)=«⑺是曲线《的表达式并设 
w(t) - =a(u(t), v(t))X tt +b(u(t), v(t))X v 
^a(t)X u +b(t)X v 

为酽 (0 关于参数表示 W 的表达式.则 

^ = « {X iu u'+ X„y) + 6 (X w u '+Z W»') + a'X u + VX v , 

其中撇号是对于 《 的导数. 

因为是^在切平面上的分量,我们利用§ 4-8(1) 式中 
关于和的表达式并去掉法向分量,可以得到 

与 = (a'+rw+ + r\ s W)x u 
dt ( 1 ) 
+{v+nrm'+n^ , +iv>u , +n s b'v , )x v . 

(1) 式表明仅依赖于向量 ( V, v) -r 而与曲线《的选择 

无关.进而，曲面 s 在⑴式中是以 Ohristoffel 符兮也就是以第 
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一基本形式的面貌出现的，因此，我们的断言得到证实. 

特别地，如果 S 是平面,我们知道可以找到参数表示使搏 
丑=<? = 1和罗 =0. 查看一下关于 Ohrigtoffel 符号的方程就可知 
道，这时/^ = 0,因而从 (1) 式看出，这时协变导数就与平面上向 
量的通常导数一致(几何上这也能从定义1看出）.所以，协变导 
数是平面上向量的通常导数的推广. 

(1) 式的另一个推论是:对于仅定义在一条参数曲线上的向量 
场，也可以定义协变导数.为了说清楚这件事，我们需要一些定 
义. 

定义2 —条参数曲线《: [0, l]-^S 是 (0 — e , l + e ), e >0, 到 
沒的可微映照在 [0, I ]上的 限制. 如果《(0)=3>和《(^)=2,我们 
说《连结 p 和 g . 如果对所有 i €[0, q , 就称 t * 是正则 

曲线. 

今后,如果没有必要特别标出端点 I 则利用记号 [0 J ] =1, 
这样更方便. 

定义3设《:1~^5为占上的参数曲线.沿《的向量场切是 
—种对应，它将每一点 J 对 应于一 个向量 


向量场 w 在 ioGl 可微， 如杲对 于茂在 a (i5 0 ) 附近的某一参数表示 
v), w(f)=a_Z u +&X 0 的分量 a ⑺，&(0在为 《的 可微函 
数.如果切对每点均可微，就 称切在 I可微. 

沿曲线《的(可微)向量场的一个例子是《的切向量场《'⑺ 
(图㈣ • 

定义4设似为沿《: &的可微向量场.则 

的表达式 (1) 有定义，并称为在6的协变导数. 

从曲面的外部看，为了得到沿曲线的向量场 w 在 

的协变导数，我们取似对#的普通导数 #«) 并将它正交投 
影到切平面 L^OS) 上.因此，当两片曲面沿一条参数曲线《相 
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图4-»沿曲线 <* 的切向置场 

切时,对两曲面来说向量场 W 沿*的协变导数相同. 

如果 《(<) 是《上的一条曲线，我们可以把它看成曲面上一个 
动点的 轨迹. 这时 《'(*) 是速度而《〃⑴是加 璋度. 向量场 《'(*) 

的协变导数 f 是加速度《〃(《)的切分量.直观上讲， f 是 

“在曲面汉上看见的”点《(0的加速度. 

定义 5沿参数曲线 《: 1—6 '的向量场 W 称为平行，如果对劢 

有圯 Z , 争 0 . 

对于平面的情形，沿参 
数曲线的平行向量场就是沿 
曲线的常值向量场，即向董 
的长度以及与 - 固定方向的 
交角均为常数(图 ^10). 如 
下面的命题所述，这些性质 
在任何曲面上也部份地成 
立. 

命题 1 设 w 和 * 是沿 《:i—S 的平行向量场，则 O ⑴， 
为常数.特别地， K01 和 h(*)l 是常数而且<0和似 W 
的交角为常数. 
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证明向量场研沿《平行这句话的意思是^垂直于曲面在 

处的切 平面; 也就是说， 

<Kt), w'(i)y^O, t€l. 

另一方面 ,1/( 幻也垂直于 S 在的切平面.因此， 


0(0, w(t)Xv'(t) , w(t)y+<,D(t), «/ ⑺ >=o; 


即 MO , < f )>= 常数.征毕. 

当然,在一任意曲面上,从我们 R a 的直观来看平行向量场，也 
许显得很奇怪.例如，单位球面的子午线（以弧长作参数）的切向 
量场是炉上的平行向量场（图 4- n ). 实际上，由于子午线是沪 
上的大圆，这种向量场的普通导数垂直于炉.因而，它的协变导 



数为零. 

下面的命题 表明： 沿着参数曲 
线《⑷，总存在平行向量场,并由它 
在一点的值完全确定. 

命题2设《: 2—占是 s 上的 
一条参数曲线并设 
4€ J . 则沿 £*(#) 存在唯一的平行 
向量场切 0) 使得 W (知）= w 0 . 

命题2的一个初等证明将在本 
节的后面给出.但是，熟悉 § S -6 的 
内容的读者会注意到：其证明是微 
分方程的存在唯一性定理的直接推 
论. 


命题2使我们能论及一个向量沿参数曲线的平行移动. 

定义 6 设《: I -^ S 是一参数曲线.并设 W 0 e T ^ Sl , U 
€ J . 设 『为沿 《 的乎行向量场且有 - w 0 . 则向量 w ( 4 ), 
称为叫 ►沿 a 到匕点的平行移动. 

应注意，如果曲线 a :/— tei , 是正则的，则平行移动不依 
赖于 《( Z ) 的参数 表示. 实际上，如果 A 是^/)的 
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另一正则参数表示,从方程 a) 可得 

由于 •^T — O, 所以 W (f) 平行当且仅当 W(Cr) 平行. 

命题1包含了平行移动的一个有趣的性质.固定两点 p , g€ 
«和一条参数曲线 A 使得“⑼•: P, «山=!?.映照 
P«： 巧⑻― AOS) 把每一向量 a)€ T f (8) 映成 W 沿 a 平行移动到 
?的向量.命题1说，这个映照是一等距映照. 

平行移动的另一个有趣的性 质是: 如果二曲面 S 和 S 沿参数 
曲线《相切，切。是 T^S) -r 抑 .) (S) 的一个麻量，则向量 场切⑺ 
是叫关于曲面谷的平行移动的充要条件是是叫)关于沒的 

平行移动.实际上， w 的协变导数•^关于这二张曲面是一样 

的.由于平行移动的唯一性，所以结论成立. 

利用上述性质，我们能举一个简单、有益的例子来说明平行移 
动. 

例1设 G 为定向单位球面上余纬度为的一条纬圆(图 
4-12). 咧是 O 在一点 p 的单位切向量.让我们来确定叫沿 C7 
的平行移动，其中 O 以孤长 S 作参数且在 p 点 8=0. 

考虑与球面沿0相切的锥这个锥的 锥顶角 少=|一扒 

根据上述性质，问题归结为确定 w。 沿曲线 C7 在切锥上的平行移 
动. 

但是,这个锥去掉一条母线等距于平面的一个开集 U<=R a 
(参看§ 4-2 的例 3), t7 的极坐标形式为 

0<p< + oo, O<0<2jrsini|r. 

由于在平面上，平行移动与普通的乎移一致，所以得到，当 p 
点移动了路程 S 时，切向量 《0S) 与平移向量切⑺)之间的定向交 
角为2亦--心其中汉是相应的中心角（见图 4-13). 

有时引进“折 ft 线”的概念是方便的.叙述 如下： 
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定义7 映照 a: [0, I]— S 是一分段正则的参数曲线，如杲 《 
连续并且存在区间 [0, i] 的一个分割 

0 *= 右 0 <孟1< • • • •< 五 4*1 * 忍 

使得《限制到 [k WL *= 0 , 1 } 疋，上为正则参数曲线.每个 
,«1^ <+1 ]叫作《的正则孤- 

平行移动的概念很容易推广到分段正则参数曲线.比如说， 
若 初值％ 位于区间 ^ + J , 我们可照通常的办法在正则弧 
akuw 上作平行移动；如果我们把作为初值在下 
一段正则弧 《u <ltl ⑽上作平行移动，并继续下去. 

例 2 [it] 例1是用有趣的几何办法构造平行移动的一个特 
例.设 C 是 S 上的正则曲线并设处处不与渐近方向相切•考 
虑;》沿曲线0的切平面族的包络 2( 参看 §3-6 例 4). 在 O 的邻 
域中,包络2是正则曲面并且与曲面 S 沿 (7 相切(在例1中，2可 
以看作一条围绕0的带子，这条带子在与球面沿相切的锥面 
内）.因此，在点少€0的任何 向量似 € 7V0SQ 沿 O 的平行移动，无 
论对于 S 或对于2都 一样. 更进一步，由于2是可展曲面，所以 
Gausa 曲率恒为零. 

本书的后面将要证明 Oauss 曲率恒为零的曲面局部等距于平 

[注] li'C 冽用到 S 3-5 中有关直纹面的内容. 
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面(见6的 Minding 定理).因此，我们可以将 P 点的邻域 
Fc ：2 通过等距对应仍映到平面 P 内.为了得到 TF 沿 
Vf ]0 的平行移动,我们把向量 d 科 ( TF ) 在平面内作普通的平移， 
然后再用却拉回到2上(图 4-14). 

这从几何上构造了沿 O 的一小段弧的平行移动.留作习题 
证明这一构渣方法可以逐步扩充到0的给定 的弧. （利用 Heine - 
Borel 定理并如同折曲线的情形去作 .） 

对于平面中的参数曲线 7 : I — R ' 如果切向量场/⑷沿着 
7 乎行，那末 7 恰好是平面内的直线.在曲面 上裨足 类似牵忤的# 
数曲线叫作测地鲜. 
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定义 8 —条非常值的参数曲线7: 14 称为在^€1是測地 
的, 如果切向量场 7'( t ) 沿7在#处 平行; 亦即 



7是参数 測地线 ，如果7对所有^€1均是测地的. 

根据命题1我们立刻得到 iy ( oi = 常数因此我们 
可以引进弧长作为参数，并证明了参数测地线 y 的参数# 
与 y 的弧长成比例. 

注意一条参数测地线可以自相交.（例6将说明这 一点; 见图 
4-20.) 但是,它的切向量永不为零，所以参数表示是正则的. 

显然，测地线是周部的概念.上面的讨论使我们可以把测地 
线的定义拓广到 S 的由正则曲线构成的子集上去. 

定义 8 a 曲面 S 上的一条正则连通曲线 O 称为測地，线，如果 
对每点 pG 0, O 在 2) 的邻域中以弧长作参数的参数表示 《0 S ) 是 
参数测 地线; 亦即,《'浴)是沿《⑻的平行向量场. 

注意曲面上的每条直线均适合定义 8a. 

从曲面汉的外部看，定义 8 a 等于说 a ，) 亡 kn 是切平面的 
法向量，也就是说，平行于曲面的法线.换句话说，一条正则曲线 
GC 6'( A #0) 是测地线的充要条件是 <7在每点 (7 的主法向量 
与曲面汉在力点的 法向量 平行. 

上述性质可以用来从几何上判定一些测地线,如下例所示. 

例 8球面俨的大圆是测地线.实际上，大圆 C 7 是球面与通 
过球心0的平面的交线.由于圆周 O 的圆心是0,所以 C 7 在点 
的主法线与直线—致.因为炉是球面,所以与妒的法 
线处于同一方向，因此结论成立 • 

本节的后面将证明一般的情形，对任意点批 s 和 r P osQ 中的 
任意方向,正好存在一条测地线使得通过点并与给定 
方向相切.对于球面而言，过每一点,正好存在一个大圆与给定方 
向相切.正如上面已经证明了的,这个大圆是测地线,因此根据唯 
一性，大圆是球面上仅有的测地线. 
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例 4 对于圆周 W + f - l 上的正圆柱面，圆柱面和垂直于柚 
的平面的交线显然是测地线.理由是交线在任一点的主法线均与 
柱面在那点的法线相平行. 

另一方面，按照定义 8 a 后面的注意，柱面上的直线(母线)也 
是测地线. 

为了说明在柱面上还存在其它的测地线，我们考虑柱面在一 
点 P 的邻域的参数表示（见§ 2 -8例 2 ), 

x(u, v) *= (cosw, mnu, v), p = x(0, 0). 

利用这个表示，曲线 C 在 p 点附近可 写成； w ⑺ )）， 其中 
汉是0的弧长.如前所述(参见 §4-2 的例1乂 a ; 是局部等距对 
应，它把⑽平面中点 (0, 0) 的邻域《映入柱面内.因为测地线的 
定义是局部性的并在等距对应下保持不变，所以曲线«(^)> 
必须是在0■中过点 (0, 0) 的测地线.伹是平面的测地线是直线， 
因此，除了己得到的情形以外，还有 f 

u { S )- aS , v (8)- b 8, a 2 + J fl - l . ‘ 

由此可知，如果一条正则曲线0是柱面上的测地线(除了圆 
和直线)，则局部形式(图 4 -15)为 

(cos a8, sin a8, bS), 

这是一条螺 旋线. 这样就确定了正圆挂面上的所有测地线. 

注意在柱面上给定两点，如果不在平行于吵平面的同一圆 
上，则可以有无穷多条螺旋线连结这两点.这个事实说明，柱面上 
的两点一般可由无穷多条测地线连结，这是与乎面上的情形不一 
样的.但因为去掉一条母线的柱面等距于平面，所以只有当测地线 



^4-15 柱面上的测地线 
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在柱面上兜“完整的圈子”时，这种情况才能发生. 

为了与平面作类比，我们注意到平面上的测地线一直线的 
特征是曲率为零的正则曲线.定向平面曲线 



P 4-16 柱面上连结 
和2的两条测地线 


的曲率是曲线的单位切向量场导数的绝对 
值，其正负号表示曲线的凹凸性与平面定向 
的关系（参见§ 1-5 注 1). 为了把正负号也考 
虑进去,引进下面的定义是有用的. 

定义9设 w 为定向曲面 S 上沿参数曲 
线《:1— / S 的可微单位向量场.由于 
圮 I ,是单位向量，所以 | (0 与初 (0 垂直， 
因此， 


| =入(及八 —))， 

实数入=-人(0,记作 fn , 称为如 在* 的协变导數的代數值. 
注意 [1] 的正负号依赖于⑽定向，并且 [ IH 尝, 


我们也应该作一个一般性的注记.从现在起，曲面汉的定向 
在即将引进的一些概念中要起重要的作用.细心的读者已经注意 
到平行移动和测地线的定义都不依赖于沒的定向.与此相反，如 
果改变曲面 S 的定向的话,下面要定义的测地曲率则要变号. 

现在，对于曲面上的一条曲线，我们来定义一个与乎面曲线的 
曲率相类似的概念. 


定义10设0是定向曲面《上的定向正则曲线，并设 《 os ') 
是0在点的附近以弧长作参数的参数表示.在 P 

点的协变导数的代数值=心称为曲线 G 在 P 点的測地 


曲卒 • 


—条正则曲线是测地线，: K •特征是测地曲率为零. 

从曲面 N 的外部看，曲线 G 在 P 的侧地曲率心的绝对值是向 
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量的切分量的绝对值,其中 A 是 C 7 在 p 点的曲率而《 
是0在 p 点的主法向量.回想一下,向量也的法分量的绝对值是 
曲线在2>点的法曲率怂的绝对值，我们立刻有（图 H 7). 
h a =kt+kl 

例如，单位球面^上余纬度为?>的纬圆 G ， 其测地曲率的绝 
对值可用下述关系来计算（图 4^18), 

-J^-=hi+K=i+K ； 

sm a p v v 

即 ^ 2 = ctgV . h e 的正负号取决于妒的定向和 C 7 的定向. 

这种外蕴解释的另一推论是：当两，张曲面沿一条正則曲线0 
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相切时对于二曲面的测地曲率的绝对值相同. 

注如果改变曲线0的定向或曲面 s 的定向，则的测 
地曲率变号. 

我们将要给出协变导数代数值的表达式(下面的命题 3) .为 
此，我们需要作一些准备. 

设幻和 w 是沿参数曲线的可微向量场，且有 h ⑻丨 
tei . 我们希望决定一个可微函数<?:%使得 
中00,圮及确定⑽)到 W ⑺的符合汉定向的夹角.为此，我们 
考虑沿《的可微向量场<使得伽⑺， <0} 对所有构成正 
定向的标准正交基.这样， W ⑴可表成 

w ( t ) = a ( t ) v ( t ) + l ( t ) v ( t ), 

其中和5是 i •上的可微函数并且 M +6 a = l . 

下面引理1 说明： 只要确定了从 <0到《<心)的角度？>0,则 
可以可微地扩充到 I 从而得到所要的函数. 

引理1设 a 和&是 J 上的可微函数且 = 设？ ) 0 满 

足 a ( t 0 ) = cosg ) 0 , d ( t 0 ) = mupo . 则可微函数 

p + j" (a6, — ba^dt 

适合 sinip ( t ) = b ( t ), t £ I , 以及中⑷） =< p 0 . 

证明 只需证明函数 

(a—oos?)) a + (b — smgf) a =2—2(aooaq) + bBm.<p) 

恒等于零.或者说 

A=aoosg>+bsinq)^l. 

利用 m '— W 及中的定义 ,容易得郅 

A r = ~a(sratp) q> r + b(oo8<p)q) , +a , coe.(p+b , amq> 

==-6'(sinp) (a 2 +h a ) —a\coaq>) (a 2 4-6 s ) 
+ a ' coS 9 >+ysin 炉 
= 0 . 

因此， A ⑷ -常数 ，但因2(0=1』引理得证.证华. 

稞在我们把二个单位向量场沿一条曲线的协变导攀与它们的 
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夹角的变化联系起来. 

引理 2 设 V ⑷和是沿曲线《:1—占的可微向量场，而 
且卜 (0 丨 - |«00丨=1,拓厂则 

L 必」 L 出」 dt ， 

其中史(如引理1所给出）可微地度量了 w 到的夹角. 

证明 引进向量$=及八 v 和6=及八 w . 则 

W = ( coHq )) v + (sin q >) v , (2) 

w=N f \ w = ( coBq))N /\ v + ( sinqi)N /\v 
= ( coBq >) v — (sin cp ) v , (3) 

将⑶式关于 * 作微分，我们得到 
TF' = — (sin 屮） tp ' v + ( oosq }) v '+ ( cosg >) q / v + ( muq ^ v '. 

将上式与 6 作内积并利用⑶式，再注意到<% ^> = 0, <^^> = 0, 
我 们得到 

<^ u )' , w }= (sin* tp ) g >' + (oos a p ) 〈 〆 ，必 + (cos»’ 

— (sin 3 沪 ) <¥» 

^ q )' + ( pos a ( p ) <( f0 r , v ) — ( Bm 2 q }){ v ', v }. 

另一*方面，因为<% i > = 0, 即 <>', 石>=— <>, 石'>,所以有 
Kw f , wy = (p r + (oos 2 (p + sin 3 ip) <-u , , vy^q)' + Kv' } v}, 

因为 

< y , 〈誓 , ^) = [ J ^.] <Nhw> 5> = [H 

由此可得 

[-^f] =< ^ 卜 l + K]. 

引理得证.证毕. 

下面的说明是上述引理的直 _ 推论.设0是 S 上的正则定 
向曲线，《(奶是^在^)点附近以孤长 S 作参数的参数表示.设 
是沿 a ⑻ 的平行向量场.令 TT ( iS ) =«'0 S ), 则有 
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换言之，测地曲率是曲线的切线与沿曲线平行的向量场夹角的变 
化率.在平面的情形，平行向量场的方向不变，测地曲率就是通常 
的曲率. 

现在我们可以得到前面讲过的协变导数代数值的表达式.一 
旦我们说及定向曲面的参数表示，总假定这一参数表示是与曲面 
的定向相容的. 

命题3 设为定向 曲面* S 的某一邻域的正交参数表 
示（即 F=0), 以及松00是沿曲线 ««), ⑴ 0)) 的可微单位向量 
场.则 

r Dw 1 1 \n w du\,dm 

rwr2^rmr u ~dt~ Ev m dt 1 

其中史⑺是从％到® ko 的定向夹角. _ 

证明 设 vs ■为坐标曲线的单 位切向 
跫，注意到办八办=1,这里#是曲面 s 的定向，利用引理2,我 
们有 

r^i r^_1 ^ 

L 出」 L 由」汾， 

其中幻0))为向量场 ei 到曲线 «<), «(f)) 的限 
制.现在 

另一方面:由于 f = 我们有 

Kp^uu, ~— ~2^v, 

因此 

es>= 〈 ( 为》 Vg) ' ~{ -^7- 



VW 



类似地 
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掬这些关系式代入到的表达式,我们最终得到 
f -Dw 1 1 f-a w I , dg> 

L-3rJ = 27 wr B *r"" Ev ~dt j + dT* 

证毕. 

作为命题 3 的一个应用，我们来证明平行移动的存在性和唯 
一性(命题 2). 

命题2的证明首先假设参数曲线包含于正交参数 
表示 «) 的一个坐标邻域内.采用命题3的记号，则向量场 
平行的条件变为 

〜到 w 0 的定向夹角记作种.向量场 w 完全由 
9>=9> 0 +J B(t)dt 

确定,这证 明了奶 的存在性和唯一性. 

如果《(1)不包含在一个坐标邻域内，我们利用 I 的紧致性把 
<了)分成有限段，使每一段包含在一个坐标邻域内.在这些段的 
非空交集中，利用前一部份证明的唯一性,容易把结论推广到整个 
区间.证毕. 

命题3的另一个应用是测地曲率的下述表达式 —— Liouville 
公式. 

命题 4( Liouville ) 设《(抝是定向曲面 S 上的一条正则定 
向曲线 C 在一点附近的弧长参数表示.并设0是 *5 
在 P 点附近的正交参数表示以及是叫与 《'( S ) 的定向夹 
角.则 

K= (A ff ) 1 cos 9) + (kg) a sin 95+ 

其中(心)2和（心) 2 分别为坐标曲线 W = 常数和常数的测地曲 

率. 

证明在命题3中置 «'0 S 0 ,我们得到 
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沿坐标曲线_常数,我们有和因 
此 

(从 =- ]瓦％-. 

类似地有 （也 ) s = —. 

将这些关系式代入到上面心的公式中，我们得到 

鲁 + (仏 W 奋+奋. 

因为 ( S ), ^) = 00 叫及 VG -^-^ sin ^ 

我们最后得到想要的 

kg= (^) iC 0 S ^ i + {kg) a sin ^+ -^-, 


证毕. 

现在我们将要导出在一个坐标邻域中的测地线方程.为此， 
令 7:1-^ 是$中的参数曲线并设 W 是汉在点7(心)， 

I , 的邻域《>中的参数表示.令是包含 i c 的开区间，使得7 
(/)cF. 设«0,⑽ )）， 圯之是 r 关于参数表示®的 

表达式.因而，切向 量场/ ⑺， teJ \ 为 

w = u' (t)x u +v'(t)x v , 

所以《；为平行向量场等价于微分方程组 

v!'+r\ ± (u'y+ 221 咖 v + r! s (/) 2 =o, 

rLw) s +2rLwV + r! 2 (y ) s =o, ⑷ 

实际上,在方程 (1) 中令 a = i /和 b = v ', 并令％ 和％ 的系数为零， 
即得上式. 

换言之，7: 是测地线的充要条件是 7 在每个区间 •/Cl 
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中适合方程 (4), 这里区间 ■/ 使得7(乃包含在某一坐标邻域内。 
方程组 (4) 称为 S 的測地线微分方程. 

这一事实 一 测地线由方程式 (4) 决定——的一个重要推论 
是下述命题. 

命题5给定一点5和一向量 A (* S ), 存在 

e >0 和唯一的一条参数测地线％ (— e , e )_^ 使得 7(0)1, / 

⑼= 

在§4>6中，我们将说明如何从关于向量场的定理推出命 

题 6. 

注在命题5中取《；¥0的原因是：我们在参数测地线的定 
义中己经排除了常值曲线(参见定义 8). 

在本节的其余部份，我们要讲讲微分方程 （4) 的一些几何应 
用.读者如果不想读这些材料，则可以略去.这时，习题18, 20 
和21也要略去. 

例 5 我们利用方程 (4) 局部地研究旋转面的测地线（见§ 2- 
3例 4) 旋转面的参数表示为 


x=f{v)(mu, y=f{v)wa.u, z = g(v). 
按照§ 4-3 的例1, Ohristoffel 符号为 

ril=0, ni= ~ (fr+(gr , r “= 爷， 

ri2 = 0, r\a = 0, rla= 

将这些量代入方程 (4) 变为 


u " + 




v'^Q. 


v "-Tf^ wa+ -ffMr (v，y 


(4 a ) 


我们将从这些方程得到一些推论. 

首先，以弧长作参数的子午线《■常数,为测地线.事 
实上，由常数， （4 a ) 的第一个方程显然成立.第二个方程变为 
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因为第一基本形式沿子午线《 =常数⑻为 

((f)W) 2 ) ( 斤 =1, 


所以 以 ') 

对上式求导数即得 




(o*. 


或者，由于 〆 爹0, 



即，沿着子午线方程组 (4 a ) 的第二个也满足,这表明子午线实际上 
是测地线. 

现在我们来确定什么样的纬圆_常数， u=u(S ) (以弧长作 
参数)是测地线. （4 a ) 的第一个方程给出 i / = 常数,而第二个方程 
变成 



为使纬圆幻=常数，《 = <幻成为测地线，必须有 w '#0. 因为 
(/) 2 +(s-0Vo, /# 0 , 故由上述方程得 /'= 0 . 

换言之，旋转曲面上的纬圆是测地线的必要条件 为:过 这纬圆 
上一点的母线在此点的切线与旋转轴平行（图 449). 此条件显 
然是充分的，因为它意味着此纬圆的主法线与曲面的法线一致（图 
4-19). 

为了今后的应用，我们从方程 (4 a ) 的头一个得到一个有趣的 
几何推论，称为 Clairaut 关系.注意到方程 (4 a ) 中的头一个可写 
作 


因此, 


(/V) 、 /V ， +2//W=0; 

/~'=常数=久 
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另一方面，一条测地线和与其相交的玮线所成的交角\ 



rcos “常数 


在下一个例子中，我们 图 4 

将说明如何利用这一关系式.也参看习题18, 20和 21. 

最后，我们要指出方程组 （4 a ) 可用不定积分求解.设 
u = u ⑻， ⑻是以弧长作参数的测地线，并设这条测地线既 
不是子午线也不是讳线.方程组 (4 a ) 的第一个可以写成/化'•常 
数= 0手 0. 

首先注意第一基本形式沿(<幻， 奶⑻)为 

1 = 尸(普) a +(( ， ) S + W ) ( D a , (5) 

结合方程组 (4 a ) 的第一个方程，它等价于方程组 (4 a ) 的第二个方 
程.事实上，将 /V = t ? 代入到方程 (5), 我们得到 

(去 ) s ((/ o s +( sr )=- 多+ 1 , 

因此，关于 S 求导， 

2 备 (⑺ a+ ⑺ a )+( 奋 ) a (w，+ 

2ff(P dv 

戸 — 及 

因为 K 5% * K ®)) 不是纬圆，所以上述方程等价于(心)的第二个 
方程.（当然，测地线可以与一条非测地的纬线相切，因而 
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以的 =*0. 但是, OJairaut 关系表明这种情形只能在孤立点发 
生). 

另一方面，因为 00( 由于此测地线不是子午线)，我们有 
^(^)^0. 由此，可以反解得到因而。=^03 

(«)). 将方程 (5) 乘以则得 

m 小響赠 m )' 

或利用 Hf =/ 4 / oM 辱 

卜。 Minimi 企 (:广 

即 ^ rb f 

因此 朴常数. ⑹ 

这就是旋转面上既非子午线又非纬线的测地线段的方程. 

例6我们将要证明在旋转抛物面2=0^+#上，任何一条非 
子午线的测地线自身相交无穷多次. 

设和为抛物面上一点并设 p 。 是过％ 的半径为 》•«> 的纬圆. 
设》•为过 Po 的参数测地线， 与 P 。 的交角为心.根据 Olairaut 关 
系， 

roos^ = »=|a|, 

我们得到0随 r 增加而增加. 

因此，随着韩度的增加 d 也增大.在某些旋转面上 , i •可能渐 
近地趋于一条子午线.待一会儿我们要说明对于旋转抛物面，这 
种情形不可能出现.也就是说，测地线 r 与所有子午线相交.因 
此, r 要在旋转抛物而上绕无穷多圈. 

另一方面，随着纬度的减小，角度0也减小并趋向于零，这时 
对应于半径为 | C 7 j 的纬圆（注意 若〜笋 0则 iC ?|< r ). 本书的后面 
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要证明在旋转面上没有测地线能渐近地趋向于一条非测地线的纬 
圆（§4-7).因为在旋转抛物面上没有一个纬圆是测地线，所以， 
测地线 r 实际上与半径为 | C | 的纬圆相切于某点 P 1. 由于 COS 沒的 
最大值是1，所以从势开始 r 的值将要增大，因此，又出现如前所 
述的情況.当 r 增大时，测地线将绕着旋转抛物面跑无穷多圈，并 
且与另一分支相交无穷多次（图 ^20). 

注意如果 = 则初始 
状态是在 抖点的 状态. 

剩下要证 的是： 当 r 増加 
时，测地线:•与抛物面的所有 
子午线相交.首先注意测地线 
不能和子午线相切.否则，由 
命题5的唯一性部分，测地线 
T 应和子午线重合.因为夹角 
沒随^•增大，如果 r 不穿过所 
有子午线，则必须渐近地趋于 
某一子午线，例如 说況. 

我们假设这种情形成立.选择抛物面的一个局部 
坐标系 . 

y^njsinu, 2 篇圹广 

0< 屮 < + oo; 0<u<2uv, 

使得 M 在相应的坐标邻域中为根据假设，当 w ->+ oo 时， 
U -^ Uo . 另一方面，测地线在上述坐标系中的方程(参见例 5 方 
程⑹并选取 r 的定 向使0>0 )如下 

咖+常数〉常数 ， 

最后的不等式是由于 , 

l +4 i > 2 

t> 2 -0 2 . 

从上述不等式知道当 a — 00 时奴无限增加，这与*•渐近地趋 
向于1/相 矛盾. 因此，与所有子午线相交.这就证明了本例开 
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头所作的结论. 


习 睡 

1. a. 证明:如果曲线 C7cS 既是曲率线又是测地线，则 C 是平面曲浅. 

b. 证明:如果一条非直线的测地线是平面曲线，则它也是曲率线. 

c. 举一个 曲率线的例子，使得它是平面曲线但不是测地线. 

2. 证 明:一 条曲线 CcN 既是渐近线又是测地线的充要条件是<7是直线 

段. 

3. 不用命题5证明直线是平面的仅有的测地线. 

4. 设《和切是沿曲线咴 r—s 的向量场.证明： 

4 t w(0 〉 = 〈苦 , ^ r )- 

5. 考虑将圆周 

(a?—a) 3 + £ 2 =r 2 7 y=0, a>r>0, 

绕 z 轴旋转所得的旋转环面.由点 ㈧ + r , 0), { a ~ r , 0), < a , 0生成的 
纬圆分别称为最大纬圆，最小纬圆和上纬圓.检验这些纬圆中哪一个是 
a . 测地线. 
b - 渐近线. 
e . 曲率线. 

"6. 计算习题5中环面的上纬圆的测地曲率. 

7. 圆柱面/+?/ 3 =1与过*轴且和％平面成0角的平面相交. 

a. 证明 :交线 是椭圆 C. 

b. 计算 :椭圆 C 在其长短轴的顶点处关于柱面的测地曲率的绝对值. 
•S. 证明：如果一连通曲面的所有测地线均为平面曲线，则此曲面包含在乎 

面或球面内. 

*9- 考虑球面的二条子午线^和(? 2 ,它们在交点; pi 处的夹角为軌将& 
在交点 Pi 处的切向量 TF 0 分别沿 C7i 和 G 平行移动到另一个交点 P*, 
记作和计算从^^到^^的夹角. 

*10. 证明:一条定向曲线 GczS 在一点 P€C 的测地曲率,等于把曲线 C 沿 
曲面在 P 点的法方向投影到切平面 2^(5) 上所得的平面曲线的曲率. 
11. 严格叙述并 证明: 协变导数的代数值在保持定向的等距对应下不变. 

包 2. 我们称曲面汶上的一组正则曲线为 S 的可微尚线族，如果这组曲线的 
切线构成可橄方向场(见 S 3^). 假定曲面 S 允许两组正交测地线构 
成的可橄曲线族.证明: S 的 Gau SS 曲率为零. 
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•13. 设7是曲面5在点 P 的一个连通邻域.并设在 F 中任何二点间的平 
行移动不依赖于连结这二点的曲线. 证明: F 的 Gauss 曲率为零. 

14. 设占是定向正则曲面.令*:汶是以弧长作参数的曲线.在点 
P ^ a (8), 考虑三个单位向量 ( Darbous : 标架 WOSXS 1 ), 师、 
=曲面《在？点的法向量, roso _ w ( s ) 八 r ( s ). 证明： 

^=.0+ aV + bN , 

■^-= —aT+0+ON t 

導 - 6T-C7+0, 

其 * a = a ( S ), b ^ bCS ), C = C ( S ), 8&1. 上述公式是 Frenet 公式关 
于标架 r ， f , : w •的 类比. 为了建立这些系数的几何意义， 证明： 

a . V ); 由此 得出： 《(〜 没为曲率线的充要条件是 以0 
((7 称为《的測地侥率;参看5 3-2 的习题19〉. 

b . 6是 a ( i ) cS 在 P 点的法曲率. 

e . a 是 a (2) c 沒在 P 点的测地曲率. 

15. 设是单位球面汉 3 的极点. 3和 r 是赤道上的两点，使得子午浅％® 
和 Par 在 p 。 的夹角为&考虑子午线 Pd 2 在和点的单位切向 量化并 
沿着由子午线纬圆吖和字午线 rp 。 构成的闭曲线作平行移动(图 
4-21). 

a . 确定 v 的最终位置与《的夹角. 

b . 若点 g 和 r 取在余纬度为9> 的纬 
圆上，再做一次 <*( 参见例 1). 

•16. 设}? 是定向曲面汉的一点并假设存 
在 P 点的一个邻域，其中的点均为 
抛 物点.证明： 过 P 点的(唯一的） 

渐近曲线是一条直线的开线段.举 
例说明“具有抛物点邻域”的条件是 
不可少的. 

17. 设《4—5是以弧长作参数的曲线且曲率不为零.考虑参数曲面 
(§ 2-3) 

x(^S, v') — a(S') +VICES'), S il, —e<v<€, e>0, 

其中 & 是 t * 的从法向量.证 明:若 e 充分小，则 》( Jx ( - e , e ))= 汉是 
珥則曲面，而 《( i ) 是汉上的一条测地线(因此，每条曲线是由丼从沬线 




〔258] 


第四聿曲面的内蕴几何孚 


生成的曲面上的测地线). 

*18. 考虑旋转双曲面* 3 切 3 -« 3 =1上的一条测 地线； 这条测池线从点 Kp 
在上半部份出发并与过 p 的纬圆成0角，使得其中 

r 为: p 到方轴的距离.证明：这条测地线沿纬度减+的方向渐近地趋 
向于纬线 * 2 +!/ 3 =1，《=0(图 4-22). 



图 4-22 

*19. 证明: 当测地线的微分方程 (4) 用弧长作参数时，除了坐标曲线， （4) 的 
第二个方程是 (4) 的第一个方程的推论. 

*20. 设 r 为旋转环面.假定 T 的参数表示为(参见 §2-2 例 6) 

X(u y v) «= (rcom-^d)cosv 3 (rcosw-foc)sin^ rsinw). 

证明 r 

a . 若一条测地线与纬圆相切，則它完全在区域 

内. 

h , 设一条测地线与纬圆相交，其交角为 若 

cos^c 上二 ^ 
a + r 

则它也与纬圆相交. 

21. Liomrille 曲面为:存在一局部坐标系 O 使其第一基本形的系数适 

合 


e = a = V+V, F = 0, 
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其中？7=叭《)仅是 m 的函数， F = FO ；) 仅是《的函数.注意 Liouville 
曲面是旋转面的推)并证明（参见例 5): 

». Liouville 曲面的测地线可以写成不定积分的形式 

其中 (7 和 G 是由初始条件确定的常数. 
b . 设某一测地线与曲线《=常数所成的夹角为0，0<0<专.則 
{/8111 2 0_7( ! 03 3 6=常数. 

(这是 Clairaut 关系式对 Liouville 曲面的类比) • 

22. 设妒={0,仏0€代 8 ;» 2 +#+$ 3 =1}并设；^以.对每一分段正则 

的参数曲线 [0, a (0) = a (0= P , 定义映照匕 2 V 炉） 

— TpOS 12 ) 如下：把每个向量幻6 I ^ OS 2 ) 对应于 v 沿 a 平移一周回到 P 
点的向量.根揮命题1, P a 是等距对应.证明 ：对于 r , os 2 〉 的任一旋 
转丑，均存在一条《使得 B = P a . 

23. 证明:单位球面 

^ 3 ={(a;, y, 多）€ R 8 ;a^+J/ 3 + j3 2 = l} 

的等距对应是 R 3 的线性正交变换在炉上的限制. 


§ 4-5 Gauss-Bonnet 定理及其应用 

在这一节，我们要阐述 Gauss-Bonnet 定理和一些推论 •在 
Gauss - Bonnet 定理的证明中所涉及的几何是十分简单的，其难点 
在于一些拓扑的事实.这些事实将不予证明. 

Gauss - Bonnet 定理也许是曲面微分几何的 最深刻 的定理.此 
定理的最初形式曾由 Gauss 在一篇著名的讨论曲面上的测地三角 
形（即其三边均为测地弧)的文章 [1] 中叙述过.大体上说,一个测 
地三角形 J 7 三个 内角料 ，抑』种的和超过兀的部份等于 Gauss 曲 
率 I 在 I 7 上的积分（图 4-23). 也就是说， 

例如当 IsO 时,我们有 = 这是中学几何里的 Thales 

定理在曲率为零的曲面上的推广.再者，若 I s 1 , 则有2灼一 w 


11 ^* 
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- r 的面积 >0. 由此可知，在单位球面上，测地三角形的内角和 
大于兀并且超过 ju 的部分正好是 r 的面积.类似地，在伪球面 
(§ 3 -S 习題 6) 上,任何测地三角形的内角和小于(图 4-24). 

O. Bonnet 把上述定理 
推广到由一条非测地的简单 
曲线所界定的区域(见下面 
的 (1) 式）.为了再作进一 
步的推广，比如说，推广到 
紧致曲面，则需要考虑其 
拓扑性质.实质上， Clauss- 
Bonnet 定理的最重要的 
特点之 一是: 为紧致曲面 
的拓扑和它的曲率的积分提供了一个有价值的联系(见下面的推 
论 2). 

我们现在来细说一下 Gauss-Bonnet 定理的局部形式.首先 
需要一些定义. 

设《: [0, 是从闭区间 [0, 到正则曲面汉的连续映照， 
我们称《是分段玉则的简单 PQ 参数曲线，如果 
1 . 06 ( 0 )= 06 ( 1 ); 





K 三一 


图 4-24 
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2. 若 h，he [0, Z), 则 <*(0=^(^!); 

3. 存在 [o, Z] 的一个分割 

0 = f 0 <； <； … < •< 匕 +i=z， 

使得 《 在每一子区间 [A, bJ, ㈣ ，…， b ， 上是正则可微的. 

从直观上看，®是一条闭曲线(条件 1), 没有自相交点(条件 
2)，并且只在有限个点处没有切线(条件 3). 

点《沐 )， i = Q , …, 左，称为 t * 的顶点.轨迹 a([k # t+ i]) 叫作 
a 的正则孤. a 的轨迹 t*([0, ?]) 也称为分段正则的闭曲线. 

根据正则性条件 (3), 对每一顶点《(0,其 左极限 存在，即对 
于⑽， 

=06'(;^—0〉 #0. 
t-*u 

同时,右极限也存在，即对于#>纪 

lim a f (t) —ot’ （ #‘+0) 

t-*u 

现假定曲面谷已定向.并设 《' (#* — 0) 到 《' 汰+0)的夹角的 
最小的确定值为I久I, 0<|氏如果 I氏卜％则令久的正负 
号为行列式(《'沐-0)，《'(奸0), 的符号. 这 表明： 如果顶点 
«(#<) 不是一个尖点（图 4-25) ，则乂 的正负号由曲面 S 的定向确 
定.带符号的角 度虬一 亦<払<%称为《在顶点 《(#*) 处的外 
角. 

当顶点《⑹为尖点时，I久卜 A 我们选 择机的 正负号如下： 
从正则性条件可以看出，存在 e'>0, 使对所有 e, 0<e<e', 行列式 
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图 t 26 在尖点处 外角的 正负号 

WiU - e ), a f ( h +€), 況)的正负号保持不变.因此，定义 久的正 
负号为此行列式的正负号（图 4-26). 

设为17的参数表示并与汶的定向相容.再假 
定 J 7 同胚于平面的开画盘. 

令 [0, 是一条分段正则的简单闭参数_线， 

其顶点为《0<),相应的外角为久， •••, ] e . 

令外 [k 为可微函数，表示圯仏，处从 A 到 

«'(#) 的正向角度(参见§ 4^4引理; 1). 

我们要说的第一个不予证明的拓扑事实 如下： 

定理(切线回转定理）采用上述记号，有 

(^+ i ) ) +為氏=•土 2 jt , 

其中正负号取决于《的定向. 

定理是说《的切向量与一给定方向的夹角的全变差再加上在 
顶点的“跳跃”等于加. 

此定理的一个漂亮的证明已由 H . Hopf 给出 ， Composition 
Math . 2(1936), 50〜 62. 对于《没有顶点的情形， Hopf 的证明 
可以在本书的§ 5-7( 定理 2) 找到. 

在叙述 Gauss - Bonnet 定理的局部形式之前，我们需要一些 
术语. 
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设汉是定向曲面.区域(一个连通开集及其边界的并 
集)称为简单区域，如果 S 同胚于圆盘并且边界紐是一条分段正 
则的简单闭曲线 aJT — zSW 轨迹. 再则，我们称 a 是正定向 
的， 如果在属于 a 的正则孤的每点 a ( i ), 占的正定向的正交基 
{« '⑷，满足 条件: 叩)指向五的 内部. 更严格 二点， 对任何 
曲线; 8: J — 丑，如果 j 8 ⑼ w ⑺且以 0 X «), 则 W (0), h(i)> 
>0. 直观的意思 是说： 如果有人沿曲线《且朝着《的正方向散 
步，而人的头朝着況的方向，则区域丑始终在人的左侧（图 
4-27). 可以证 明：适 当选取《的二个定向之一能使《成为正定向 
曲线 

现设是与汉的定向相容的参数 表示. Rczx(U) 
是汉的有界区域.如果/是占上的可微函数,容易看到积分 

{f f(u, v)\/ JEQ ■- F 2 dudv 
I-HR) 

不依赖于参数表示 ® 的选择(在 * 的同一定向类中）.（其证明与 
面积的定义相同，参见 §2-5.) 因此，这一积分是有几何意义的， 
称为/在区域丑上的积分.通常记成 

y 池 


AT 



P ^-27 正宾向的边 界曲蟫 
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有了这些定义,我们现在来叙述 

Gauss-Bonnet 定理(局部）设 U ^ S 是定向曲 面及的 
—个正交参数表示（即, F=0), 其中 UcR 3 同胚于开圆盘，而 Z 
与汉的定向相容.设是况的一个简单区域并设《: I-^S 
使得 as= a (j). 假定《是正定向的并以弧长汉作参数，而且设 
«(&),•••, 06( 凡)和^ .…， 久 ，分别 为“的顶点及外角.则 

S ‘ t^ + jj Kda + i ： 0 ： -2^. ⑴ 

* J J R ~ 

其中知0»)是 a 的正则弧的测地曲率, _ E ■是 汉的 Gauss 曲率. 

注我们对区域丑作了限制——及包含于某个正交参数表 
示的像集内.这一限制只不过是为了使证明简化.以后我们就会 
看到(整体 aauss - Bonneli 定理的推论 1), 上述结果对正则曲面的 
任何简单区域均成立.这看上去就有点道理，因为方程式 (1) 不以 
任何方式涉及到特别的参数表示 

证明设 《 = w ⑻， d ⑻是曲线《关于参数 表示! r 的表 
达式.利用 § f 4 的命题3,我们有 

咖队論+%， 

其中 外 -妁⑻是一可微函数，它表示在队况 +1 ] 中如到 a '{ S ) 
的正向交角.在每段区间[况，叹 +1 ]上积分上述表达式并将结果 
相加 • 

Mr Av0s ^ = liir k ^ mw - wm%) dS 

现在利用平面咖上的 Gauss - Gfresn 走理：若 _?(«;, v ) 和 
QK 0是定义在简单区域2^=酽上的可微函数， A 的边界为 
u = u (8) , 则 

Mr ( p § o ) m ) 滅. 

j 

[注]如果假定这一结论的與实性，则下面的应用 a 和 e 现在就能够阐明. 
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由此可得， 

r l < R ) 

从及= 0时的 Gauss 公式(参见§ 4-3 习题 1) ,我们知道 

JH (2^ g ). +(^G ) J dwdt, 

-- J | K -/ Wdudv - - j | Kdcr , 

m-KR) R 


另一方面，由回转切线定理 

土 r 袈必 = 全 ( 一 +!) - 一》 

♦--=0 J8 t do *=o 

==士 2 sr — 2久. 

因为曲线《是正定向的,所以符号应为正号;正如对于乎面中 
的圆周这个特例一样,这是显而易见的. 

把这些事实合在一起,我们得到 

衾 £‘ 41 〜⑹ d6，+ jJ Kd&+ % 9{=2：m - 


证毕‘ 

在继续讨论 Gauss-Bonnet 定理的整体形式之前，我们要利 
用本定理证明中的技巧说一说如何从乎行移动来解释 Gauss 曲 

率. 

为此，设 A U—S 是在点附近的正交参数表示，并 
设是没有顶点的简单区域且以 P 为丑的内点.设 
«： [0, crOJ) 是以弧长汶为参数的曲线，使得《的轨迹为五的 

边界.设 Wo 是汉在点《(0)的一个单位切向量并设切(幻， 
[0, I ], 是娜沿 a 的平行移动(图 4- 汹).利用§4~4的命题 
8和 iM) 平面上的 Gauss-Green 定理,我们得到 



im 
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0 傭沁 

=* — ^Kdcr^q>(l) — ?>( 0 ), 

.，u 

其中^炉⑻是可微函数，代表叫到 《；0S) 的交角.由此可知， 
( p ( f ) — ??(0)=知为 

如 = JJ" Kdc, (2) 


从上面的表达式可以 看出： 既不依赖于切0的选择，也不 
依赖于 <0)的选择.对上式取极限（在§ 3-3 命题2的意义下)， 
我们得到 


Swly 




其中 2CB) 表示区域 B 的面积.这样，我们就得到 Gauss 曲率 K 



的解释. 

为了使 Gauss-Bonnet 定 
理整体化，我们需要更多的拓 
扑知识. 

设 /S 是一正则曲面.区域 
iJcS 称为正则的，如果丑是 
紧致的并且边界是有限条 
互不相交分段正则的简单闭曲 


线的并（图4_ 2 9(0!)的区域是正则区域,而图 4-29(6) 则不是）.为 


方便起见，我们把紧致曲面看作正则区域.其边界为空集. 

一简单区域叫作三角形，如果只有三个顶点且外角《*尹0, i 
- 1 , 2 , 3 . 

—正则区域 RaS 的一 个三角剖分是 有限个三角形 i 
-1, 扣的集合力使得 
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图4 2» 

1. \JT^R. 

<-i 

2 •若 An 夂则 An a 为巧和乃的一条公共边 或一个 
公共顶点. 

给定正则区域 RczS 的一个三角 剖分& 我们把三角形（面） 
的个数记作边数记作®，顶点数记作 

F — E+V =^x 

称为这个三角剖分的 Euler - Poinoar 6 示性数 . 

下面的命题只写出来而不加证明，这些事实可以査看，例如， 
L . Ahlfors 和 L . Sario^Riemann Surfaces , Princeton University 
Press , Princeton , N . J ., 1960: 第一章， 

命题 1 正则曲面的任何正则区域均有一个三角剖分. 

命题 2 设汉为定向曲面. { x a }, aeA , 为一族与汉的定向 
相容的参数表示.设是 S 的一个正则区域.则存在22的 
一个三角剖分^使得每个三角形 re ^均包含在{%}的某一坐 
标邻域内.而且，如果^的每个三角形的边界是正定向的，则相 
邻的三角形在公共边上的方向相反(图 4^30). 

命题 3 设 • BcjS 是曲面汉的正则区域，则 Euler - Poinoar 6 
示性数与的三角剖分无关.因此，可以记作; Ki ?). 

这后一个命题说明 Euler - Poinoar § 示性数是正则区域 J 2 的 
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拓扑不变量.为了应用 Gauss - Bonnet 定理，我们提及一个重要 
的 事实: 这一不变量确定了 R 3 中的紧致曲 
面的全部拓扑分类. 

应该注 意到： 直接计算表明球面的 
Euler - Poinear § 示性数是2,而环面(带一 
图 4-30 个柄的球面，见图4~31)是零，双环(带二 

个柄的球 ffi ) 是 一 ？而且一般地有，《-环(带《个柄的球面)的 
Euler - Poincar 6 示性数是 一 2 (« — 1). 

下述命题说明这个表列出了 R 3 的全部紧致曲面. 

命题 4 设 ScR 3 是紧致连通的 曲面; 则 S 的 Euler - Pomcax ^ 
示性数取下列值之一: 2, 0, -2, …， -2 n , •••. 再者， 若) S'czW 
为另一紧致曲面且; t ( S ) 1(50, 则占同胚于占'. 

换言之，每一紧致连通曲面 SCR 3 同胚于一个带 y 个柄的球 
面.数 

g - ⑹ 

y 2 

称为 S 的亏格. 

最后，设是定向曲面 S 的一正则区域.而 f 是 i ? 的 
一个三角剖分使得每个三角形 AS 夕； i = l , *, 包含在一族 
参数表示4的某个坐标邻域 ^( U f ) 内，这里与 
S 的定向相容.设/是汉上的可微函数.下述命题表明/在区城 

球面;带一个柄的球面 X -0 帚二个柄的球面 X 3' 


2- 环面， 
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上的积分是有意义的. 

命题5记号如上.和式 

^ || f{Uj, v,) V E/Qj-Fjdiij dv, 

不依赖于三角剖分也不依赖于 S 的参数表示 {%K 

因此， 上述求和有几何意义并称为/ 在正则区域 S 上的积 
分.通常记作 

If 恤 . 

R 

现在我们着手叙述并证明 

整体 GauM - Bonnet 定理设是一定向曲商的正则 
区域.令 A ，…，仏是分 段正则的简单闭曲线并组成 J ? 的边界 
8 R . 设每个 G 是正定向的并设九 ，…， 心是曲线 Oi ，…，（7„的 
全部外角.则 

sj 0 Kdc +S & i - 2 ^ x ( iJ ), 

其中 S 为 G , 的弧长，在 G 上的积分表示在 O , 的每段正则弧上的 
积分之和. 

证明考虑的三角剖分使得每个三角形均包含在与 
没的定向相容的正交参数表示族 
的某个坐标邻域内.由命越2,这 
种三角剖分是存在的.更进一 
步，如果^的每个三角形的边界 
是正定向的，则在相邻三角形的 
公共边上，我们得到相反的定向 
(图 4-32). 

将局部的 Gauss - Bonnet 定 
理应用到每一个三角形并将结果 
加到一起，再利用命题5并注意每条“内”边以相反的方向跑两次, 
则有， 



图 4-32 
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S K (*S0^+jj Kda+ = 

' R 3, 

其中 F 为夕中的三角形的个数，而化^ 如是三 角形％ 的外 

角. 

现在引进三 角形％ 的内角你一; n ;- 知.因此 




我们将要采用下述 记号： 

■0 # =，的 外边的个数， 

風一 的内边的个数， 

的外顶点的个数， 

的内顶点的个数. 

因为曲线0^是闭曲线，所以 E e = F e . 再者，容易用归纳法证明 
SF = 2 Ei - i - E et 


因而 

S^jTs = 23F-B 4 4-JT-& e — S 仰 》. 

i.k 

现在注意，外顶点可能是某条曲线 G 的顶点，也可能是由三角剖 
分引进的顶点.置 + 这里 F« 是曲线0,的顶点数而 
V et 是三角剖分的外顶点且不是 O, 的顶点的个数.因为在每个内 


顶点的所有角的总和是2 %我们得到 

2ro 風 +ac 丑 •一 2 jfF ~‘一 y/jr— 沒•、 

i.*> i 


在上述表达式中，加进并减掉 沉 E ； 并考虑到 E ,= V t , 则有 
= ^nzEi + 2 suE t — 2 tcV i — jiV » — obV et 一 3 rT ^«+2 Oi 

=» — 2? fF+S 

t 

把上面的各个式子放到一起，最后得到 

sj 0 bOS ) c^+jj Kda + S = 2 JT ( i ?- £ + F ) 


证毕. 


~2 tcx { R ). 
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因为简单区域的 Eulw - PoincaM 示性数显然是 1, 所以 ，我 
们有 （参 考注 1) 

推论 1设丑是 S 的简单区域，则 

⑼舫•十 | .加. 

考虑到紧致曲面可以看作一个无边界的区域,因此有 
推论 2 设这是可定向紧致 曲面； 则 

jj Kdcr-2^x(8). 

推论2是最引人注目的.我们只要想一想一张同胚于球面的 
曲面的各种各样的形状就可以发现这是多么令人 惊讶： 无论曲率 

函数如何变化，而“全曲率” J ] Zdcr 总是一样. 

下面，我们给出 Gauss - Bonnet 定理的一些应用.为了说明 
这些应用（以及本节末尾的习题)，我们假定平面拓扑的一个基本 
事实 一 Jordan 曲线定理.我们要用的是下列 形式: 平面上每一 
分段正则的闭曲线(没有自交点)是一简单区域的边界. 

1. 正曲率的紧致曲面同胚于球面. 

这种曲面的 Euler-Poinoar6 示性数是正数，而球面是 R 8 中 


仅有的满足此条件的紧致曲面. 

2.设; S 是负曲率或零曲率的可定向曲面.则从一点! 

出发的二条测地线 ri 和不可能再相交于另一点 S 使得乃 
和 h 的轨迹构成沒的一简单区域 s 的边界. 

假设不然，则由 Gauss-Bonnet 定理 (i? 是简单的)， 

Jj Kda+ei + e a = 2oi;, 

其中 久和心 是区域丑的外角.因为测池线71和 7a 互不相切， 
我们有 9 ,< 70 , i ~ l , 2. 另一方面，因为所以得出矛盾. 

当心=化~0时，测地线 71 和％构成汉的一条简单闭测地 
线⑽一条闭的正则曲线并且为测地线).由此可知,_在零曲率曲 
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面或负曲率曲面上,不存在简单闭测地线作 为汉的 一简单区域的 
边界. 

3. 设曲面 S 同胚于柱面且 Gauss 曲率兄<0,则》至多有一 
条简单闭测地线. 

假设 s 含有一条简单闭测地线 r. 根据应用2并由于存在 
同胚对应 A 将曲面 s 映成挖去一点 gr 的平面 P, 所以 per) 是平 
面 p 中包含？点的一个简单区域的边界. 

现假设汉含有另一条简单闭测地线 r'. 我们断言 r' 与 r 不 
相交.否则 ？>(r) 和 ^(r') 在两个相继交点 竹和 ％之间的弧构 
成一个简单区域的边界，这与应用2相违背(见图杏-33).根据上 
述推理,〆尸')也是平面尸的一个包含点？的简单区域丑的边界. 
而丑的内点同胚于柱面，故 z (丑） -=0. 另一方面.由 Gauss-Bonnet 
定理 . 


f f Kdar^ 2<wx (-B) ― 0. 

但因足<0,所以这是不可能的. 

4. 如果在一具有正曲率的紧致曲面及上存在两条简单闭猁 
地线 A 和 r a ，则 a 和 r a 必相交. 

根据应用1, s 同胚于球面.如果和不相交，则和 
构成的集合是一区域 i? 的边界，此区域的 Euler-PoinmM 示 
性数 X ( 丑) ■ 0.由 Gauss-Bonaeii 定理 
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j | Kdff-O, 


这与£：>0相矛盾. 

S . 我们将要证明由 Jacobi 发现的下述 结果： 是 
一条封闭的正则参数曲线，且曲率不为零.假设法向量在单 
位球面炉上画出的曲线(法线的指标线是简单曲线)，则将 
沪分为面积相等的二个区域. 

我们可以假定《以弧长作为参数.令 S 为 n = 在妒上 
的弧长. < s ) 的测地曲率 r , 为 

Ki n/\n), 

其中“•”表示对于 S 的微分.因为 


并且 

我们得到 


-㈣ <f) a , 

(f ) 2 




■ K " 广 <«■ 八 n ) =* ■^■〈(秘一 rf ), 办 
dS 


■(f ) 8 (u 十 

It )!- 


Vh+h'r dS 


— 


因此，应用 Gauss-Bonnet 定理到由 7»(1) 界定的区域 B 中的一 
个,并利用疋=1,我们有 

2iir — J iTd<r 4 1 J r ^gdS = dcr = _K 的面积， 

因为 /S 1 的面积为 4r ，结论得证. 

6. 设 r 是定向曲面及上的测地三角形（即 r 的边均是测地 
钱).令九，心^是 r 的外角 并令朽 =JT 一軋 <p a = ^-e 3) <p 
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•■= JT - 是 r 的内角.由 Gauss-Bonnet 定理， 

, * 

|| Kdo--\-^0i^2gv, 

T 

因此， ff Kda = 2 ^c — ^ (兀 一 灼）=—兀+金 外. 

<=i <-i 

由此可知，测地三角形的内角和 i 外为 


1. 等于％ 若冗= 0; 

2. 大于％若 Z>0; 

3. 小于％若 I<0. 

更进一步,; | 灼 一® (角盈)正好等于 ]][ 把， 如杲在 T 7 上 

K^O, 这就是三角形 r 在 Gauss 映射乂 《-> 妒(参考§ 3-3 的式 
(12)) 下的 像集汉 (I 7 )的面积.上述结论曾经由 Gauss 本人叙述 
成他的 定理： 一测地三角形 r 的角盈等于其球面像及 CT) 的面 

积. 

上述事实与试图证明 Euclid 第五公理 C 平行公理)这一历史 
性的争论有联系，从第五公理可以得到任何三角形的内角和等于 
沉. 如果把测地线看成直线,可以证明负常曲率的曲面构成一种几 
何学的(局部)模型，在这种几何学中，除了第五公理及保证直线可 
以无限延长的公理外, Euclid 的公理均成立.但是， Hilbert 证明 
了在 rs 中不存在测地线可以无限延长的负常曲率的曲面 (§ 3 _3 
习题6的伪球面有一条奇线).因此 R 8 中具有负常 Gauss 曲率 
的曲面并未提供一个模型来验证第五公理的独立性， 然而 ，利用 
抽象曲面的概念,可以避开上述不便,并能建立一种几何模式一 
除第五公理外所有 Enolid 公理均成立的几何模式.因此，第五公 
理是独立的. 

在§ 5-10 和§ 5-11, 我们要证明刚刚提到的 Hilbert 的结果 
并插述一种非欧几何的抽象模式. 
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7. 曲面上的 向量场 ® 设 W 是定向曲面 S 上的可微向量场.我 
们称&是《的奇点，若®(2>)_0,奇点 p 称为孤立奇点，若存 
在 P 在 S 中的邻域使得向量场 v 在7中除了 p 外没有其它 
奇点. 

对宁向量场 w 的每个孤立奇点 P, 我们要定义一个整数,称为 
幻的指标. 设！ r : U —S 是在 0) 点的正交参数表示，且与 
S 的定向相容.设《: [0, Z]->/S 是一分段正则的简单闭参数曲线， 
使得《([0, ?])^^07)为某个包含 p 点的简单区域 i? 的边界，且 
.P 是5中的唯一奇点.令 v-KO, 柃 [0, 为向量场《沿《的 
限制且？) = ?>(0是® •到 的夹角，如§ 4~4的引理1所示，可选 

取9> 为可微函数(引理1容易推广到分段正则曲线的情形).因为 
«是闭曲线，所以存在一个整数I 

2jpI = 9>(Z) —q>{0) == | 0 '^'^. 

2■叫作《在多点的指标. 

我们必须证明此定义与所作的选取无关.首先证明指标与 
参数表示》无关.设 w 0 e T ai 0 )(S), w(t) 是 W ❶沿 0 !的平行移 
动.设屮 (0 是％到切⑷的可微的夹角，正如我们在用平行移 
动来解释 Gauss 曲率I时已经看到的(见 (2) 式)， ' 

必⑶ 一 屮〔 0) =_[[ K 

把上述关系式相减,我们得到 

JI Kda-27cl= (ifs-<p) (V) — (ip-tp) (0)=A(ip-tp)^ ⑶ 

因为 ifj - q , 不依 赖于! c e ， 所以指标 Z 与参数表示 ® 无关. 

指标与 a 的选择无关的证明，带有更多的技巧(虽然也很直 
观)，我们只是说一说证明的大概. ' 

设 《o 和與是用来定义指标的两条曲线.我们要证明对#这 
两条不同的曲线， w 的指标相同.首先假定《«和勿的轨迹不相 

' ~ I ：注]这一应用需要 53-4 的知识.如果略去不读，則本节的习題6~9也要略去. 
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交.则存在一 同胚： 把《0和叫界定的区域映到由两个同心圆 O 0 
和^ 界定的平面区域(环) . 因为我们能找到一族同心圆认，使 
得 G 连续依赖于*且将0^变形到0^,所以，我们得到一族曲线 
«* 连续依赖于^且将《0变形为(图4~34).以表示用曲 
线《»算出的 w 的指标因为指标是一个整数，而连续依赖于 
te [0, 1]. 所以 i * 在《的变化下保持不变,即如我们所希望的有 
Io - h . 如果《0和勿的轨迹相交,我们选取一条充分小的曲线使 
其轨迹与《0和《1均不相交.然后利用上面的结果. 

应该注意当 P 不是《的奇点时，指标的定义照常有效. 然而, 
这时其结果是指标为零.理由 如下： 因为 J ■不依赖于我们可 
以选择％就是《自身，这样 〆 0=0. 

在图 4-35 中，我们用一些例子说明在平面吵上以 (0, 0) 为 
奇点的向量场的指标.图中画出来的曲线是向量场的轨线. 


现令 SCR 3 是一定向紧致曲面，而《是只有孤立奇点的可微 
向量场.注意，这时只有有限个奇点.否则，根据紧致性(参考 
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§2 々性质 Jl ), 它们有一个极限点一一一个非孤立的奇点•设 
{%}是一族与汉的定向相容的正交参数 表示. 设^是 S 的三角 
剖分，使得 

1. 每个三角形包含在化《}的某个坐标邻域内. 

2. 每个.叉至多包含一个奇点. 

3. 每个的边界不包含奇点且为正定向的. 

如果我们对每个三角形 t e 义应用⑶式，并将结果加到一 
起,考虑到每个的边以相反的方向出现二次,我们得到 
^Kda--2sv^I i -0, 

其中乃是奇点 Pi j = 1, …， A 的指标，把此式与 Qaass-Bonnet 
定理(参考推论 2) 合在一起,最终得到 

卜4⑹. 

B 

因此，我们证明了下述 

Poincar 6 定理在一紧致曲面汉上仅有孤立奇点的可微向 
量场的指标之和，等于况的 Enler - Poinoar 6 示性数. 

这是令人注目的结果.它意味着不依赖于向量场《而 
只与况 的拓扑有关.例如，在任何同胚于球面的曲面上，所有只具 
有孤立奇点的向量场，其指标和必为 2. 特别地，这祌曲面上不可 
能有无竒点的可微向量场. 

习 扭 

1•设 6TCR 3 为紧致可定向的正则曲面且不同 K 于 球面.证明： 在》上存 
在点使得 Gauss 曲率分别为正、负和零. 

2. 设7是一旋转 环面. 描述 r 的 GauM 映照的像集并且不用 Gauaa 
-Bonnet 定理来证明 

jjKdcr^O. 

计算; T 的 Euler-Poincar4 示性数.用 Qausa-Bonnet 定理验证上述锫 
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果 . 

3. 设沒 cR» 为与球面同胚的正则曲面. 设 r C( sr 是一条简单闭测地线，并 
设 a 和 s 是5的两个以 r 为公共边界的区域. 令队 S — S 。 为 s 奴 
Gams 映照.证明： W04) 和 W(B) 的面积相等， 

4. 计算下列曲面的 Euler-PoincarS 示性数： . 

a. 椭球面. 

*b. 曲面汶 ={<H， ^)€R3 ； ^+^+^=l}. 

5. 设 C 是定向单位球面沪上余纬度为 P 的纬圆.并设％是 <7 在点 P 的 
单位切向量 C 参考 S 14的例 1). 将吻沿 G 作平行移动.证明:在平移 
了一圈后，新向量与初始向量叫的夹角却 S&TC1-COS0. 验证： 

lm ^-=1=^ 2 的 曲率， 

其中4是炉上由 (7 界定的区域 B 的面积. 

6. 对下列平面向置场，证明 (0, 0〉是孤立奇点并计算其 指标： 

*a v = (x, y)\ 

b. «—(-*, y); 

c. v =( x , -t/); 

•d. u=(» 3 -y 3 , -2 xy ); 

e. v=(^-^xy\ y 3 -3 a ； V ). 

7. 奇点的指标能否为零?如果可能，则举一例说明之. 

8. 证明:一定向紧致曲面 SczR » 能有一个无奇点的可微向量场的充要条 
件是 S 与环面同胚. 

9. 设 C 是球面沪上正则闭曲线.设 w 是炉上的一个可微向量场，使其轨 
线均不与 C 相切.证 明：由 C 界定的二个区域的任何一个都至少包含 
v 的一个奇点. 


§4-6 指数 映照； 测地极坐标 

本节要引进一些特殊的坐标系并着眼于它们的几何应用.引 
进这种坐标系的自然途径是借助于指数映照.现在我们就来讲指 
数映照. 

正如在 § P 4 的命题5中我们已经学过，在一正则曲面 S 上 
给定一点 P 和一非零向量存在唯一的参数测地线 
r ： (-«, 使得 7(0)=^ 为了指明测地线与向 
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MV 的关系，记作 《) =7是较方便的. 

引理1若测地线0定义在圯（一 e , e ) 上，则测地线 
7 ^入0， xen , K ^ Q , 定义在* €(- eA , e / A ) 上并且 rd 如） 

证明设参数曲线 «：(- eA , eA )— S 的定义为 - y ( W ). 
则“⑼= 7 (0), «'⑼=入/(0),并且由 D 的线性性(参见§ 4-4 
式⑴). 

Da\na (t) =X z D yw y' (t) = 0 . 

由此可知《是一条测地线，其初始条件为 7(0) 和 X /(0), 并由唯 
一性得 

«(<) *=r(^ =r(^, ®). 

证毕. - 

引理1的直观意 义是： 由于测地线的速度是常数，所以我们能 
适当地调整速度使在预定的时间内跑完全程. 

现在引进下述概念. 若 v ⑶⑹, 似尹0,使得 
- r ( i , «)有定义,我们就置 

exp , 0) -= ■/ 0, 0和 ex Pp ⑼= •?. 

从几何上说，这一对应是在通过 P 点且以《为方向的测地线 
上，画出（如果可能)一段长度|*|;如此得到的这上的点记作 
exp〆 ®) (图 4-86). 

例如，在单位球面炉上，对每个 a ^ r r 0 ST 2 )， exp〆 ®) 均有定 
义.半径为％ 3% …， （2« + l )! n 7 的圆周被映成2> 的对径点半 
径 2 jt , 4 ot , …， 2 rwr 的圆周被映回到 p . , 

另一方面，在由单叶锥面去掉顶点所形成的正则曲面 a 上， 
对向量 v ^ T P (0), 其方向沿连结 P 点和顶点的子午线的方向，若 
\ v \> d , d 是尸点到顶点的距离，则 ex Pf > 0) 没有定义（图 ^87). 

在球面的例子中，如杲我们从 炉挖掉 P 的对径点，那末 
ex Pp («) 只在 AOS 13 ) 的以原点为中心以 sr 为半径的开圆盘上有定 
义. 

重要 的是: ex P ,( V ) 在尸 的某一邻域内总有定义而且 可微. 
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命题1 给定 P € S ， 存在 €>0, 使得 exp P 在巧⑻的以原点 
为中心，半径为 e 的圆盘的内部上有定义且可微. 

证明根据引理1,对于 AOS ) 的每个方向，显然可以把《选 
得充分小使得 •yfX 4的定义区间包含1，因而 7(1, ®)- exp f («) 
有定义.为了证明对所有方向存在一个一致的€，我们需要测地线 
对于初始条件的依赖性定理(见§ 4-7) ，其形式 如下： 给定& 
存在数 6 l >0, 6 2 >0及可微映照 

7 ： (― 6a, 6a) x B ei -^-S 

使得对任意 t €(- e a> e a ), 曲线 7(#, 0是 汉的测 
地线，且 7(0, P )- P , y , ( o J v ) 并对 u = o 有 y (>, 0) = y . 

从这个定理和引理1可以得到我们的结论.事实上，因为 
y ( t , «) 对于 h |< e ： i 有定义，在引理1中置\=^/ 2 ,我们 
得到 7(*, 0 2 /2)0>)对于有定义.因此，取一个以 
原点为中心，韦径为 6< e iea /2 的圆盘凡〔八⑻，则对所有 
W ^ B e , 7 (1, W )= exp , «；有定义. exp , 在瓦中的可微性 可以只 
r 的可微性推出.证毕. 

上述结果的一个重要的补充是下面的 

命睡!8 exp P： 在 T 9 (8) 的原点0的一个邻域 

fJc Be 中为微分同胚. 

证明我们将证明微分 d ( ex Pp ) 在是非奇异的.为 
此，我们把 r , oso 在0的切空间与 r P 0 S ) 本身等同起来，考虑曲 
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^ a ( f ) - tv , veT f ( S ). 显然 c *(0) = oXO ) =幻，曲线 ( exppOa ) 
(<) aexppf ^) 在 <-0 的切向量为 

去 （ exp * (妯)）|*= 0 =去0汉 ^)) U=o = «. 

由此可知 ( dexp^oW - v , 

这就证明了 <2(^^,在0非奇异.应用反函数定理(参考§24命 
题3乂就可完成命题的证明.证毕. 

VcS 称为点沒的一个法邻域,如果 t 是 T P (,S) 的原点的 
一个邻域 C 7 的像 F = ex P ,( t 7), 使得 exp , 限制到 t 7 上为微分同 
胚. 

因为在点的抱数映照是 CT 上的微分同胚，故可以用它 
在 F 上引进坐标.在这样引进的坐标系中间，最通常的是 

1. 法坐标.它相应于切平面2^(句的直角坐标. 

2. 测地极 坐标.它相应于切平面 r,cs) 的极坐标（图 
4~88).、 

我们首先研究法坐标.它可如下 得出: 在平面 T 9 ( S \ p ^ s , 



圈 4-M 极坐标 
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中选取二个正交的单位向量 h 和 e a ，因为 exp P； f 7— Fc ： S 是徼 
分同胚，所以，它可以作为在 P 点,的参数表示.若 g € F , 则 
^^ VviW ), 其中硏=吻+%€已因此，我们说 g 的坐标是 
(«, ^).显然,如此得到的法坐标依赖于 h e a 的选择. 

在以 P 为中心的一个法坐标系中，过 P 点的测地线是 T P ( S ) 
中过原点的直线 « = W 在映射 ex Pp T 的像.也注意在这 
种坐标系下，第一基本形式的系数在 P 点为 S ( p ) =(?( p ) = 1, 
•)= 0 . 

现在我们来看测地极坐标系.在平面 r P 0 S ^ P efiLh , 选取 
极坐极系 ( P , 0), 其中 P 是矢径 W 是极角极点是 T 9 ( S ) 
的原点 0. 注意：平面的极坐标系在对应于0 = 0的闭射线？上没 
有定义.置 exp P (〖）= L . 因为 ex Pf : Z 7— 仍然是微分同 
胚，我们可以用坐标 ( P , 的作参数来表示 F — _ L 的点，这称为测地 
极坐标. 

我们将采用下商的术语.在 P 中以0为中心的圆经过映照 
esp K C 7 —F 所得的像叫作7的測地圆，而过原点0的直线的像叫 
作 F 的径向测地线.在 F — i 中，这些曲线分别为常数和 
沒=常数. 

现在我们来确定第一基本形式关于测地极坐标系的系数. 

命题 3 设毛 是测地极坐标系 OJ ). 则第一 
基本彤式的系数邳=丑0>, 0), F = F ( p , O '), &= G ( p , 的满足条 
件 

E ^ l , J = 0, lim (?=0, lun ( Vff ) p = l . 

p -»0 fl -*0 

证明根据指数映射的定义， p 为曲线 0= 常数的弧长.由此 
直接可得五一1. 

在测地线微分方程 (§ 4-4 方程 (4)) 中，利用•常数为测地 
线,可以推出 Hi -0. 再利用§ ^ 3 定义 OhriStoffel 符号的关系 
式 (2) 的第一个方程，我们得到 
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把这代入到 §4-3 式 (2) 的第二个方程，我们有巧= 0.因此， 
F { P , 乃不依赖于 p . 

对每点 q € V , Hg 点的测地圆记作《0)，这里 crS [0, 2 sr ] 
(如果 3 =尸则 《( cr ) 为一点 a (£ r )- P ). 再用 yOS ) 记过点的径 
向测地线，这里 S 是7的弧长.有了这些记号，我们可以写 

~,0〉. 

系数的在 P 点没有定义.然而，如果固定一条径向测 
地线0=常数，则上述等式的第二项对这条测地线上的每点均 

有定义.因为在尸点有《0)=尺即 每 ，我们得到 

S 1 制，〈备 I 0 . 

但及不依赖于 a 这就表明 ^- o . 

为了证明命题的最后一个结论，我们选取 p 点的一个法坐标 
系 (5, 刃使得坐标变换为 

u^poosS, ® = p=^0 f O<0<2 ov 9 

回忆一下 

其中 *)/ a ( p , 0) 是坐标变换的 Jacobi ^列式而 J *, §为 
第一基本形式在法坐标系中^系数,我们得到 

*>/W = p'JE^—F 2 , p—o. (1) 

由于在少点！=戾一1,及 一0( 法坐标系是在 p 定义的)，我们得到 

• 0, lim (*/^) 广 1. 

命题得证.证毕. 

注1 F = 0 的几何惫 义是： 在法邻域中，测地圆正交于径向 
测地线.这一事实也称为 Gauss 引理. 

我们现在来给出测地极坐标的一些几何应用， 

首先研究一下常数 Gauas 曲率的曲面.因为在极坐标系中 
丑=1和 •？ = (), Gauss 曲率 JK ■可以写成 
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如果我们希望曲面具有曲率 K { p r B ) (在所讨论的坐标邻域内)， 
则上式可以看作 v ^( p , 0) 应满足的微分方程式.如果 I 是常 
数,则上式，或等价地 

( v^) pp + _^ n ^=0, (2) 

是二阶常系数的微分方程式. 

定理 (Minding) 任何二个具有相同常数 Gauss 曲率的 
正则曲面均局部等距.更严格地讲， 设氏和 ；8 2 为二个正则曲面 
且具有相同的常数 Cbuss 曲率选取点 氏和與 €沁，及 
标准正交基 {/ot p 2 } € 2V(&) ， { 九 / 2 } G r p2 (/S 2 ), 则存在 
恳的邻域 h 和込 的邻域 h 以及等距对应也 h —F a 使得 
#(pi) = fi, mpa) =/a. 

证明让我们首先考虑方程 (2) 并分别研究情形 (1)1 = 0, 
(2)1>0和 (3) I <0. 

1. 若1=0,则 （V^：U »0. 因此， 的 ，其中 
穿(的是沒的函数.因为 

lim ( V ^) 广 1. 

i»-*0 

所以有 （#) 卢 i. 因此， */^=p+/ (办 /w 是沒的函数.又 
因为 

/⑻ = iWS — 0, 

fi -*0 

在这一情形，最后我们有 

£ =1 , F=o, e(p, 0) =p*, 

2. 若瓦 >0, 则方程 (2) 的一般解为 

^G^A{9)ooa{^Kp) 十婦 ) sii^VFp). 

其中 4(0) 和 B (的是0的函数，要验证上式是方程⑵的解,只要 
取微分就行了. 

因为 linW ^=0, 我们得到』⑻ 一0. 因此， 

^■*0 

( 、 /^ oos(VTp). 
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再由我们有 

"° 聲条 . 

昕以在这种情形 

芯 =1, F^o, Gt - Agin ^ VFp ). 

3. 最后，若瓦<0,方程 (2) 的一般解为 

cosh (V^p) +£(^)sinli (^Fp). 

利用初始条件,可以推出在这一情形有 

丑 一 1, 2^—0, 0 = — ^=siii]i a (v , — Kp) , 

现在我们着手证明 Minding 定理.设 Fi 和 F a 分别是饵和 
砂的 法邻域.设史是IV(氏)到 r pa ( 私) 上的线性等距对应并且 
<pid viQ-h. 选取2^(氏)的极坐标系，其极轴为 Z 并 
设 ij-expjaCO, £ a =exp 1 a(?>(0). 令也 Fi—F* 的定义为 

l/r-expp^^oexpi； 1 . 

我们断言是所要求的等距对应 •. _ 

事实上 中在上的限制？将极点为饵坐标为 ( p , 的 
的极坐标邻域映成极 点为仍 坐标为 ( p , 的的 极坐标邻域.根据上 
面对方程 (2) 的研究，第一基本形式的系数在对应点相等•由 
§^2命题1,辛是一等距 对应. 根据连续性，少在匕的点处 
仍然保持内积，因此，中是等距对应.可直接验证 
diKed 定理得证.证毕. 

注2当反不是常数但不变号时，表达式 通罝—— 

有很好的直观 意义. 考虑曲线常数在两条邻近的测地线 
6 4 。和沒 =心之间的弧长 L0>), 

i ( p ) = r V ^ pT ^)^. 

J 9* 


假定瓦 <0, 因为 

]±01(%/^)广1 和 {\/ W ) 沖。一 K \/^>0, 

所以函数 i ( p ) 的变化状况如图 4-390) 所示 • 这表明 i 0>) 随 p 
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W K <0 ( b ) A ：>0 

图 4-39 测地线在法邻域内的伸展 


增加而 增加； 也就是说，当 P 增加时测地线0 和= ^越来越 

分开(当然,必须保持在所讨论的坐标邻域 
内). 

另一方面，若1>0,则 i ( p ) 的变化 
状况如图 f 39(&) 所示.测地线0 = 0。和 
04 有可能在某个 p 以后越来越靠近(情 
形1)，也可能仍然分开(情形 II ).这取 
决于 Gauss 曲率.例如,在球面上,从一个 
极点出发的二条测地线过赤道以后，则相 
互靠近 (图4-40〉. 

在第五章 (§ 54和§ 5~6)我们将回到 
这个问题并说得更为精确. 

测地极坐标的另一应用是关于曲率 E ： 的几何解释. 
为此，首先注意 I 在测地极坐标0,彡)中的表达式为 




因此， 

色穿! 一 K ( 他 - K 乂娘 

回想一下 

llmv/^ = 0, 

p ~*0 

我们得到 

P~*o dp 6 


另一方面,利用极限来定义及其对 P 的各阶导数在 p 点 
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的值,我们可以写出 

^{p, ^) = VG(0, o)+ P (^m) 人 0, ❸ + |(V 豆 ) pp (o , 的 

+ 奋 ("Ko, e)^B{ P> e) t 

其中 lim R ^% 9) -0, 

p ~*0 p 

以上极限关于 0 —致成立.在上式中代入巳知值，我们得到 

(P, e)-p-^ r K(p)+R. 

有了 n /歹 的这个值，我们可以计算半径 / o =* r 的测地圆的弧 
长 A 

L = lim j" s/Gf {v, O^dO = 2jti* — -^t s KQp) +iJi, 

其中 5, = 0 . 

由此可得 

r—o or r 

上式给出的一种内蕴解释，它可以用以2>点为圆心的测地 
圆 &( p ) 的半径及札 0) 和 expfOSVCp )) 的孤长 i 和 2；7 rr 来表 

达. 

利用私(2>)界定的区域的面积来解释兄(20也可用上述办法 
很容易得到(见习题 3). 

作为测地极坐标的最后一个应用，我们要研究测地线的一些 
极小性质.测地线的碁本性质是在局部范围内它使弧长达极小. 
更精确地，我们有 

命题4设 p 是曲面 S 上的一点.则存在点 P 的一个邻域 
WczS, 使得如果 r: I^W 为参数测地线，且 7(0) ~2>, 7(0-?, 
hei, 以及《: [0, g —S 是连结 p 和 g 的正则参数曲线,则有 
ly^la, 

其中 L 为曲线《的长度.再者,如果 l = z a , 则《的轨迹与7的轨 
迹在2> 和2间相重合. 
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证明设 r 是 P 的法邻域，讯是包含在 r 内由半径为矿的 
测地圆界定的闭区域.设 ( p , 幻是以 p 为中心的 F — i 的测地极 
坐标,而代 

首先假定《((0, h )) czW - L , 并置 《(#)- ( 〆 *),⑽ )） .先 

注意 

^y+owy>^ / Vy, 

而等号成立的充要条件为也就是说，0 =常数.因此曲线 
«在 e 和 h - e 之间的长度 U 6) 满足 

Ue) =£ 1_S 、 ^7) _2 +_ fl 而 

> j" (f /) 2 dt^- 

而且等号成立的充要条件是0=常数和 ^>0. 在上式中令 e i 0, 
我们得到并且等号成立的充要条件是《是径向测地线 
沒=常数,其参数表示为 pH p \ t )>0. 由此可知，如果 i a = i y> 
则《；和7的轨迹在 P 和间重合. 

现在假设《((0, O ) 与 i 相交，并假设第一个交点为《仏). 
则根据前面的推理,在和之间而 L — L 意味着《和7 
的轨迹重合.因为《([0, # J ) 和 i 是紧集，所以存在使得 
或者《(：〖)是《((0, G ) 和 i 的最后一个交点，或者 《(R # J)CL 
(图 4-41). 无论怎样,应用上面的证明，^可得到命题的结论. 

最后假定 a ([0^ ij ) 不完全包含在炉中.设&€[0, y 是使 
得 a %)- a ; 属于 F 的边界的第一个值.设孓是径向测地线押 
并设5是曲线《在区间 [0, 知]上的限制，则显然(见图 
“ 2 ). — 

由前面的推理可知因为？是$的内点，所以〖:? 

由此，1>〖 7 ,完成证明.证毕. 

注 3 为了简单起见，我们对正则曲线证明了上述命题.然 
而,对于分段正则的曲线命题仍然成立(参见§ 4-4 定义 7). 其证 
印3完企类似,故留作习题. 


ftx-e 

I pdt^l r — 2e t 
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注4在证明中也说明命题4的最后结论的逆也成立，但不 
能推广到分段正则的曲线. 

上述命题在整体上是不对的，可用球面为例来说明.球面上 
两个非对径点可以用二条长度不等的子午线相连结，但只有较短 
的一条才满足命题的 结论. 换言之，如果将一条测地线充分延长， 
则它可能不是端点间最短的道略.然而,下述命魍 说明: 如果一条 
正则曲线是在它上面任意二点间的最短道路，则这条曲线必然是 
测地线. 

命匾 5 设 S 是正则曲线，其参数与孤长成比例.假定 
«在任意二点 t rei 间的孤长小于或等于连结《(0和《0)的任 
何正则参数曲线的孤长，则《是一条测地线. 

证明设■是 I 的任何点并设似是《(#。）》^的邻域（定 
义如命题 4). 设？ - aCySw . 从命題4中等号成立的情形可 
知《在 (V #!) 上是测地线.不然的话，《在(知， W 间的孤长要大 
于连结《(«。)和的径向测地线的长度，这与假设违背.因为 
«是正则的 ■, 所以根据连续性,《在#。仍然是测地线.证毕. 

习 睡 

1. 钲明: 在常数曲#曲面上，测地圆的测地曲率为常数. 

2. 证明：在测地极坐标 (S = l，#=0) 之下的测地线方程为 

心 ( 0, ) 2 = 0 , 
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e^G./Gp'ff+lG^Giey^o. 

3. 设 p 为正則曲面冴上的一点. 证明： 

聲！ 4 ， 

其中 Z〈p) 是汶在 P 点的 Gauss 曲率， r 是以 p 为中心的测地圆 S r ( p ) 
的半径，么是由札 (P) 界定的区域的圆面积. 

4. 证明: 在以 p 为中心的法坐标系下,所有 ChristofEel 符号在 p 点为零. 

5. 在下述曲面中，哪一对是局部等距的？ 
a. 旋转环面和锥面. 

b- 锥面和球面. 
c. 锥面和柱面. 

6 . 设汶是一曲面而 P 是及的一点，设々<>)是以 P 为圆心的充分小的测地 
圆,使得包含在一个法邻域内.设*•和 S 是 S'(P) 上的二点， C 是 
S'(P) 在* •和 s 间的弧.考虑曲线 e x P p(C) C ACS). 证明：汶 (p) 可以 
选取得充分小，使得 

a. 若 X>0, 則 Re3：pp(C7))>Z((7), 其中 ；（） 表示相应曲线的弧长， 

b. 若 ET<0, 則 Z(e3：pp(C0)<Z(C). 

7. 设 ( p , 0〉是一曲面的测地极坐标系 (S=l, ^=0). 并设 

为测地线且与曲线0=常数的交角为 K«s). 为明确起见，曲线0=常数 
的定向为 P 增加的方向，而?>代表在参数表示 (P, 的的定向下,从0=常 
数到7的定向夹角. 证明： 

酱 +( 福备 0. 

•8. (“ 小” 测地三角形内角和的 Gauss 定理).设△是曲面5上的测地三 
角形(即其边为测地线段).假定三角形足够小，以致包含在它某个顶点 
的法坐标邻域内.直接证明(即不用 Gauas-Bonnet 定理)： 
jjKdA^(±a t )-., 

A 

其中5： 是汉的 Gauss 曲率，而0、《,<亦，；=1, 2, 3,是三角形 △ 的内 

角. 

». (测地圆的局部等周不等式 >. 设 P€S 并设氏 (p> 为以 p 为中心半径为 
r 的测地圆.设 i 是氏 (P) 的弧长，而乂是久 (P) 界定的区域的面 :积. 
证明： 

4^A — L 3 = 7r 3 r 4 _K (p) -1- B, 

其中 K(P) 是沒在 ■? 点的 Gaugs 曲率,而且 
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3 吾 =0. 

因此，如果 2( P )>0( 或<0)并且 r 充分小，则 L 2 >0( 或<0). 
(比较§1 -7的等周不等 式〉. ' 

10•设汶是连通曲面并设炉，少:汉—汉是况的二个等距对应.假定存在一点 
pe 汶使得 KpXKp ) 并且对所有》>€ T P { S ) 和,0)=#,(«).证明： 
对所有2€及， ¥>(?)= i |» C 2) 

11. (小测地三角形的自由迁移性）设这是常数 Gansa 曲率的曲面.选取 
点 Pi , Pi e 汶并设 《和汐分别为 pi 和 pi 的法邻域.在 w 中选取测地三 

/"S 

角形 P1P2P3 ( 测地一词是指边 pips ， vm > pspi 均为测地线弧).而 
PL AM 为 v 中适合下条件 的点： 

Kpu Pi )= Kp r i , Pu ), 

Kpu > pi ) = Kpa , Ps>j 
KP »> Pi ) = K ? a , Pi ), 

(这里 ^ 表示测地弧的长度〉.证明：存在等距对应民把第一个 
三角形映到第二个上.（这是中学几何的一个定理——平面上对应边相 
等的两个三角形全等——推广到常曲率曲面的局部形式 .） 

12. 微分同胚？>: 5^—馬称为測地映照，如杲对于馬的任意测地线 C?c: 馬， 
正则曲线 ？)(C) c 次 a 也是沒 a 的测 地线. 如果 G 是 P €的的一个邻域， 
则炉: U ~* S 3 称为局部测地映照， 若在沿 中存在 KP) 的一个邻域厂使 
得奸 是测地映照. 

a . 证明:若9: S ^ S a 为测地映照又是共形映照，则？》是相似，即 

< 1 ；^ w ') s > = k < dq > II { v '), dip p ( w )}, p € Si , v , w € T p { Si ), 

其中 1 是常数. 

b. 设炉 ={(% y, «) e R 3 ;® 2 +l/ 3 + 沪 =1} •是单位球面， S~={(.!», y, 
de 这 V<o} 为下半球面，而 p 是平面 《=-1. 证明： 中心投影映 
照炉: s -— p 是测地映照,的定义为把^上的点 P 对 ii 于炉的中 
心和 P 点的连线与平面户的交点 

• c . 证明： 对常曲率曲面汉的每点 P , 存左一个到平面去的局部测地映 
照. 

IS . (Beltrami 定理 ） 在习题12的 (7 中，已经证明对常曲率瓦的曲面汉 
上的每点 peS , 均存在到平面的局部测地 映照. 为 iTii | 斑逆定理 
( Beltrami 定 理)： 如果正则连通的曲 面汉， 在每点 Pg 构存在一个到 
平面的局部测地映照，则沒有常曲率，必须证明下述结 . 
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a . 在一曲面以(《 ; 0为参数的某一邻域内，如果 d («) 是一条测地线 
且不与《=常数相重合，則 

砮= A ⑵ 8 +( 奶 广作)(歡 + 的-奶遺 - 4 

•b 设汶在点 P 6 S 的邻域7中,存在一个到平面 R s 的局部测地映照 
则可以选取 F 的参数表示 (《, d ) 使得 

n^ri^o, iia=2r} a , P} a =2rk 
*0. 若存在 pe 5 的邻域 F 到平面的测地映照，则在 F 内，曲率瓦满足 
关 系式： 


KE ^ n ^ rh - irh ),, 

( a ) 

KF ^ r [ 3 ri t -( ri 3 ) v , 

< b ) 

Ko = r [ 3 ru - crh \, 

( c ) 

KF = r ^ r \ 3 - crh \. 

( d ) 


M . 若存在 pe 汉的邻域 r 到平面的测地映照，则在7内，曲率 Z 为常 

数. 

e . 利用上述结果及关于连通性的标准推理，证明 Beltrami 定理. 

14. (完 整群） 设 *9 是正则曲面， p €8 , 对毎条分段正则的参数曲线 
a： [o ; r ]-* s , ct(o)=ctG)=p ，假定映照 如下:把每个 

向量 T p (s) 映为它沿 a 平行移动回到 p 点的向量.根据§ 14的命题 
1, A 是心⑺)的线性等距对应.如果 a R !]->^是另一条分段正则 
的参数曲线且即）=/3(1)=?1,定义曲线 [0, l + J -]^ S 为先走过 ci 
再走过;8; 即: 办。《(幻=«(幻，若〜 [ 0 , i]. 而 A«0S)d/3OS〉， 若 
Sell , II 
考虑集合 

S P ( S ) = { P a ' T / S )— T 9 iS )、 对于所有连结 P 到 P 的 《}, 

其中 QS 是分段正则的.在上述集合中，定义运算也就 
是说, Pfi "。 是先作再作 p 9 的通常的复合. 证明： 对于这个运 
算, H p (^> 是一个群(实际上，这是 r /幻 的线性等距群的子群). 
H / S ) 称为汉在 P 点的完整群. 
b . 证明: 的曲面上所有点的完整群退化为恒等元素. 

C . 证明 •• 若 S 是连通曲面，则任意两点 P , 及的完整群丑 P OSO 和 

H a (们同构.因此,我们可以讨论曲 面的 （抽象）完 整群. 
d . 证明:球面的完整群同构于 2 x2 旋转矩阵群(参考§ 4 W 习题 2). 
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§4-7 测地线的一些进一步的性质;凸邻域 

在这一节,我们要说明如何从向量场的存在性,唯一性和对初 
始条件的依赖性的一般理论导出关于测地线的具体性质(特别是 
§4 - 4的命题 5). 

在参数表示4下,测地线方程为 

«”+ rL (W + 2r 1 v^ , +rL (v'y~o, 

^ + r 2 u (u') 2 + 2r\ 2 uW+n 3 {v') a ~o, ㈠ 

其中 r ! V 是局部坐标《和幻的函数.置和上述方程 
可以写成一般形式 

^ = V, i, 7]), 

V}' F 2 {u } v, I, 7)), ⑻ 

u' = F b (u, V, r,), 

V^Fiiu, % 7]), 

其中 F 3 ( u , v, i, t ?) F 4 ( u , v, i, v) -V. 

采用下述记号是方 便的: % I, 7?) 将代表 R 4 的一个点， R 4 
可以看作是笛卡儿积 R 4 -R a xR a ; (tt, «) 将代表第一个因子的 
点，而(匕4代表第二个因子的点. 

方程组 (2) 等价于 R 4 的一个开集上的向量场,其定义与阳的 
向纛场完全类似(参考 §3-4). 轨线的存在性和唯一性定理 
(§3-4 的定理 1) 对此情形仍然成立(实际上，定理对 R” 成立； 
参见 S. Lang, Analysis I, Addison-Wesley, Reading, Mass.， 
1968, pp.383 〜 38 6 )， 可叙述 如下： 

在开集 UczR^ 上给定方程组(2>并给定一点 
(uo, v 0 , io, Vo) € U, 

则方程组 (2) 有唯一的轨线 《: (— e, e)— 17,满足 
a(0) = (iA>, v 0 , i 0 , rj 0 ). 


[注] 本 节初读时可以略去，但在第五章中，顰用到命题1和 3 (不*本节也能理 

解). 
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为了把上述结果应用到正则曲面我们应该注意，给定 P 的 
坐标邻域 F " 的参数表示 ®( m , 幻)，二元组 ( ff , v ), q ^ V , v ^ T q (8) 
的集合可以等同于集合 rxR a = ric : R 4 . 为此，我们借助于基 
把每个 T q ( S ), 代 F , 与 R a 等同起来.以后谈到二元组 
( I 幻集合的可微性和连续性，就是指由这样的等同诱导出的可 
微性及连续性. 

假定了上面说过的定理，则§ ^4的命题5的怔明是显然的. 
实际上，在附近的参数表示 W 之中，测地钱方程为定 
义在 I 7 cR 4 上的一组形如 (2) 的方程.然后,基本定理意味 着：给 
定一点 S r 和一非零切向董 u - (匕 rj 。) €2^09), 则 
存在 r 中唯一的参数测地线 

7 = 3r»a ： (—6, 6)—F, 

其中亦( ? ，^-穿是^父…—厂的投影. 

由方程 (2) 确定的向量场对于初始条件的依赖性定理也是重 
要的.本质上这与平面的情形完全 一样： 给定一点 2> e (« o , %, 
vo )^ u r 则存在 P 的邻域 F - RxFa (其中^是⑹吻） 
的邻域，而 h 是 (&, %)的邻域)，开区间 I ,以及可微映照 
«. JxFiX v 2 -^ u , 使得对于固定的 ( w , v , 7 j ) - ( y , u ) s r , 曲 
线《以 ？， f ), tei , 是 ( 2 ) 通过化 w 的轨线. 

为了对正则曲面占应用这一结论，我们在 pe 汉引进参数表 
示，使得 r 为坐标邻域并和上面一样，将二元组(心 g ev, 
必 AOS ) 的集合与 FxR a 等同.选取 ( P , 0) 作为初始条件，我们 
得到区间 (-6*. 6 2 ), P 点的邻域 FiCF , 原点在 R a 的邻域以 
及可微映照 

7： (~ e z > ^ a ) xFjX V 2~^> V , 

使得如果 (i v ) evtxv 2 , — o , 则曲线 

q, v), te (- 62 , e 3 ), 

是适合 7 ( 0 , q, v ) ^q, y' (0, q , v)=v 的测池线.并且如果 v = 0, 
则此曲线退化为点 ff . 这里7 =亦。《^(1 4=3是投影 ^ = 

R 2 — 而《是上述定义的映照. 
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回到曲面上，集合707 2 是 

{(?, v )., qer l3 ⑼ cr a (《〉}, 

其中 R(0) 代表IV幻的原点的邻域.这样，如果将7限制到 
(-e 2 , e a ) X {p> xF a , 我们可以选取{奸 x r a = 5 ei cT P 0S) 并得 
到 

定理1给定存在数 61 >0, 6s >0 和可微映照 
7： ( — 6a^ 6j) x B Sl -^8, B Sl czT ,,(8) 

使得对任意史€及。 v ^ O , te (~ e S} e 2 ), 曲线幻)是汉的 
测地线并满足 7(0, «) =乳/(0, W - V . 对于 ® = 0, 则有 7(*, 
0) =55. 

在§ 4^6的命题1的证明中已用过这个结果. 

上述定理相应于 P 固定的情形.为了处理一般情形，让我们 
用尽 (2) 表示以？为圆心，半径为 r 的一条(小)测地圆所界定的 
区域，戽 (ff) 及其边界的并集记作 Br ( ff ). 

设 e>0 使得 B s ( p ) eh .设历 ( ff ) ⑼ c=F a (0) 是集合匕⑼ 
中的最大开圆盘 ，而心 ⑼是 F ff (0) 与其极限点的并集，令 
6l -inf8( ? ), q £ B e ( p ). 显然 qX). 因此，集合 

贫重 {(?, veB sl (0)cT a (8)} 

包含在 FiXFs^ ，我们有 

定理 la 给定&存在正数 e, ei , e a 和可微映照 
y ： (-«a, e 2 ) X 也 —8, 

其中 嗽_ {(?, 办？ G 扎⑻， FG 足,⑼ c ： T a ( S )}, 

使得70, ?, 0) =?,并且对 F 令0,曲线 

<1, «), 拓（一% e a ) 

是汉的测地线，且有 7(0, ?, W =?, /(0, ?, 0 =7. 

让我们应用定理 h 来证明下列更精细的关于法邻域的存在 
性定理. 

命睡1给定 p€ 圮存在3>在汉中的邻域酽和8>0使得对 
每点？€ TF, eip a 是在 B s (0) 〔 2^(汉)和 exp a (B d ( 0 )) =>W 之间的 
微分 同胚; 也就*说, F 是它 的所有点的法邻域， 
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证明设 I 7 是 p 的坐标邻域.设 e , ei , e a 和％ (- e a , e a ) X 
级 -> r 如定理 la 所述.选择句 < e a , 可以保证，对任意 
叱 1, 幻有定义.因此，我们可以定义可微映 
照史 ：X F 为 

= (Q, exp 3 (■!；)). 

首先证明 dp 在 ( p , 0) 非奇异.为此，我们研究?>如何变换誓 
中的曲线 

t—(p ， fw), 0), 

其中 wSAOS ) 并且 _) 是这的曲线, 《(0)= p . 注意到这些曲线 
在卜0的切向量分别是 (0, _和(《'(0), 0), 因而， 

却⑷ 0)(0, w )=-^-( p , exp „( wi ))| i = o =(0, w ), 

却 (j> ， o>( a ’ ⑼， 0) = "^( a ⑷， ex P«ft)(0)) |t=o 

-(， 〆 (()))， 

并且和& 0> 将线性无关的向量映成线性无关的向量.因此，叫 
是非奇异的. 

由此，我们可以应用反函数定理 证明： 存在 ( P , 0) 的一个邻域 
fc 欲，使得 p 把久微分同胚地映为 (: p , 5>)点在 FxF 中一个邻 
域.设艮 （ P ) 和8>0使得 

f ={ (心 v ) e % qeu , veB ^ czT ^ s )}. 

最后，设 FcU 为 P 点的邻域使得 TTxTFopOO . 

我们断言 ：如此 求得的 S 和 TT 满足定理的结论.事实上，因 
为 P 在，上是微分同胚，所以，对代％ exp a 是在私 (0) 上的微 
分同胚.更进一步，若 ffSTF , 则 

史 ({?}x5 a (0))]{g}x 『， 

并由屮的定义可知 ex Pe (_ B a (0))： DTF . 证毕. 

注1从上面的命题可知,给定两点？灰，则唯一存在 
一条连结点 办和办 且长度小于 S 的测地线 7 .再者,证明的过程 
也表明 y “可微地依赖于”奴和办；其童义 如下： 给定(办，办） 


§4-7 测地线的一些进一步的性 质； 凸邻域 t 297] 

台 TTxTT , 则可确定唯一的 M IV ⑻（更精确地， V 由 < p-U 
~( gx , «) 确定)，使得_/( 0 ) 而《可微地依赖于(办，？ 2 ) • 

作为上述结果的一个应用，•可以证 明:使 弧长局部达极小的曲 
线不能有折点.更严格地有 

命睡 2 设 a . J -^ S 是分段正则的参数曲线,使得在每段正则 
孤上，其参数与弧长成比例.假定《上任何二点间的孤长小于或 
等于连结这两点的任何正则参数曲线的弧长.则《是一条测地 
线; 特别地，《是处处正则的. 

证明埤为区间 [ 0 , 的一 

个分割，使得《| k H i -0, …， k ， 是正则的.由§ W 的命 
題5, «在以， 4 + 1 )的点处是测地线.为了证明《在4也是测 
地线，考虑由命题 1 确定的《( 0 的邻域研.令办=« 沐 一 e ), 
q s ^ a ( t t +eX 6 > 0 ,是 TT 内的二点.并令 7 为爲(办)中‘连结办 
和办 的径向测地线（图 4 r 43). 将 §4-6 的命题4推广到分段正 
则曲线，可以得到在办和办之间 KyXO ). 结合命题的假设， 
这意味着 K 7)-*(«). 因此，再由§ ^ 6 的命题4知道 y 和《的轨 
迹重合.因而《在 L 也是测地线，证明完成.证毕. 

在 §4-4 的例 6 中，我们已经用了下述 事实： 旋转面上的测地 
线 7 ( f ) 不能渐近于非测地的纬圆 p o . 作为命題 1 的进一步的应 
用，我们大概说一下上述事实的证明(细节留作习题). 

假定上述结论不真.令为纬圆 Po 上的一点.设 PT 和 S 
为命题 1 给定的邻域和正数，并令？ € P « ni ^ 因为 7(0 
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渐近于 J)0, 所以 P 点是7⑹，{砧― A 的极限点，并且7在 A 的 
切线趋于 Pd 在 P 点的切线.由注1,连结点少和长度小于§的 
测地线7⑺在 P 点必须与 A 相切.根据 Olairatiii 关系(参考 
§^4的例 6), 子⑷在 P 点周围的一小段孤必须处在 y { t ) 所在的 
TT 的区域内.由此可得，在 TT 中存在一对充分靠近 p 的点，可以 
用二条长度小于 S 的测地线连结起来（图 4^4). 由此可得矛盾 
并证明了我们的断言. 

由命题1产生的 一个自 然的问 题是： 连结 F 的二点的和办 
且长度小于8的测地线是否完全在 r 内，如果这件事对于疋的 
任何二点都对，则称▼是凸的. 

我们说连结二点的参数测地线为极小，如果它的长度小于或 
等于连结这二点的任何其它的分段正则参数曲线的长度. 

若 F 是凸的，则旧各 4-6 的命题 4( 也见注 3) 可知：连结 
?1 €硏和办 GPF 的测地线为极小.所以，此时我们可以说 F 的 
任意二点可以用在灰中的唯一的极小测地线相连结.然而，一般 
而言， TT 不是凸的. 

我们要证明灰可以选取为凸的邻域.证明的要点是下述命 
题，它本身也是有趣的.通常，我们用戽 (P) 代表以2> 为中心且半 
径为 r 的测地圆及 (p) 所界定的区域的内部. 

命题3对每点 pe S, 存在一正数 e 具有下列性质:如果测地 
线7⑴在 7(0) 与测地圆& (P) 
相切则对较小的*—0, 
7(f) 在私 (p) 的外部(图心45). 

证明设酽是由命题1 
确定的 P 的邻域.对于每 
一对 

hi =1，考虑测地线70, ？， 
幻)，并对固定的一对 (2, 置 

(图 4-46) 
exp ^ yCt , q , v )= u ( t ), 




图 4r48 

F{t, q, v)^\u(i )\ 2 = F(t). 

因此，对固定的 (?，A 是 7 汍仏 o 到？点的距离.显然, 
Fit , g , W 可微.并注意 ， a 乳 《 o » |«#| a . 

现以欢'记集合 

f -{(?, < ?€ F , ve 塌, H - l }, 

并定义一个函数 R 为 

⑽， v ) ~^ f \ t=0 - 

因为 f 是可微函数，所以 Q 连续.再者，因为 

^■ = 2< u ( i ), 

-^ = 2< W (0, u"(t)) + 2<u\t) t u\t)\ 

且在 ( P , 4>) 有 


u r ( t ) ** v , u u ( t ) =0, 

我们得到,对于所有甿 AOS), W-1, 有 
QQp , v )~2\ v ] 2 ~2>0. 

根据连续性可知,存在一邻城 VO.W, 使得对于所有 K F 和 
veT t (S), 卜|-1,有<3(?,1；)>0.设 e>0 是使得 _Be(p)cF 的 
正数,我们断言 e 即为所求. 

实际上，令 7<e #令 7(6 A v ) 是在7⑼与 况 "( P) 相切 
的测地线.在 P 点附近引进测地极坐标，我们肴到 4(0), v(o)> 
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= 0 ( 见图4~47),由此從 1 /说 (0) =0.因为 F (0, t >) = r 2 和 

( d 2 F / dH )(0)>0, 我们得到,对于较小的#0,有 F ( t ) >，因此， 
7(0 在戽 ( p ) 的外部.证毕. 

现在我们能够证明 


命题 4( 凸邻域的存在性）对每点存在一正数 C 7>0 
使得取 (?) 是 凸的； 亦即，戽(3>)的任何二点可以用唯一的包含在 
尽 (: P ) 中的极小测地线相连结. 

证明令 e 如命题3所述.选取命题1中的 S 和 TF 使得 


8<-~> 并选取 G < S 使得忍 ( y ) ctF . 我们将证明是凸邻 

域. 

设办和 2^6 jB 。（ p ) 并设 7: !"->■ 是连结 m 2 且长度小于 



s <| 的测地线.显然 yd ) 包含在艮 (jo 

内，并且我们希望证明包含在总 (?>) 
内.假定不然，则存在一点 
7 C 0 到 P 的距离在 w 达到极大（图 ^48). 
在 m 的邻域内， 7(1) 的点将在芯 ( P ) 内， 
伹这与命题3矛盾.证毕. 


习 題 


*1- 设 */ 和 w 是定义在开集口 c 汉上的可微向量场.设 pe 汶以及 曲线 



§ ‘7 测地线的一些进一步的 性质； 凸邻域 [ 301 ] 

a : Z — 『7使得 ot (0)= 罗 〆 (0)= y . 沿曲线 ot 从《(0)到 《( t ), t € I ,的平 
行移动记作 从 证明： 

(如) ( p ) = ^( P a -, K «'(«(0)))|..., 

K . 中，等式右端是2%(幻中的曲浅在 t = o 的速度向 ®. 
(因此,可以从平行移动的概念导出协变导数的概念 .） 

a. 证明协导数有下列性质.设％ ™ 和 w 是 vczs 上的可微向 mm, 
/: tr—K 是 s 上的可微函数， 2/(/) 是/关于方向 S/ 的方向导数（參 
考§ 34习题 7 〉，且人和/X为实数.则 

1 . D v {^.v+ fxjiv) =7-,D y (v) +ibD v (wy, 

D,„ + m (w)=kD y (w)+ij,.D l ,(^). 

2. D v { fv )= y ( f ) v + fD v { v )- D f 入 v )= fD v ( v 、. 

3 _ y((v, w )) = (D y v, w) + (v, D u w). 

4. = h 其中 Z ( m ， 幻）是 S 的参数表示. 

* b . 证眄： 件:质 3 的等价说法是沿连结 二点外 汶的一条分段正则参 
数曲线的平行移动是 r B 0 S 0 到 A 0 S 1 ) 的等距对应.证 明:性 
质4等价于 Christoffel 符号关于下标对称. 

• c . 设，(?7)是 Z 7 c <9 上的可微向景场构成的空间.设(这 
里0~， 0 = 2^0)) 是满足性质1 〜 4的映照.证明： ZUv ) 与课文 
屮的协变导数相同(一般来说，满足性质1和2的映照 D 称为上 
的一个联络.本习题的要点是 S 明:在给定内积的曲面上，存在唯一 
的联络具有附加性质3和 4). 

设 C ( : / = [0,〖]—5 1 是一条简单的参数正則曲线.考虑沿《的一个单位 
向量场 <0,适合«(0>=0并设映照 RX /— 汶为 
x { s f 0= exp a (<> ( Si ;( t », 8€ tel . 

a . 证明 ： a : 在 Rx I 的包含 Z 的邻域内 可微； 而且鈿在 (0, *), t €!, 处 
非奇异. 

b . 证明 :存在 e >0 使得 X 在矩形 !^|< e ± l - l . 

c . 证明: 在开集 te (0: Z ), I 別<£上，叉是 S 的参数表示，其坐标邻域 
包含 a ((0, 0〉.这种坐标叫作基《的測 地坐标 （或 Fermi 坐标）.证 
明：吋于这种坐标系有尸= 0, _B = 1. 再者，如果^是以弧长为参数 
的测地线，则（?(0, t)=l 且(? 8 (0, t )=0. 

d . 证明下述类似于也刪引理的结论（参见§ 4-6 命题3后面的注1>. 

设 ot : 沒是正则参数曲线并设 7 ,(幻， tel , 是一族以弧长为参数 

的测地线，适合 y ,(0) = a ( t ), { 7 ；(0), ex '( t )} 构成正定向的正交基， 


[ 302 ] 


第四章曲面的内蕴 Jl 何半 


则对于固定的充分小的曲线 tel , 与所有 y t 垂直相交 
(这些曲浅称为測 地平行线）， 

4. 曲线 a : [〜的能量 定义为 

S ( a )=£ 

*»• 证明： ⑷并且等式成立的充要条泮是 f 与弧长成 
比例. 

b . 利用推出 •. 如果 y : 0, b-]^s 是一条极小测地线并且 r («)= p , 
y (&) =?，则讨连结 p 和 g 的任何曲线,我们有 B ( r ) 而且等 

式当且仅当《是极小测地线时成立. 

5. 设 y :[ o , 0— 夕是一条以弧长作参数的简单测地线.并设《和《是 
7([0, 0) 的一个邻域的 Fermi 坐标使得 y ([0, ①为 M =0( 参考习题 
3). 设《=7(«, *) 是一族依赖于参数*， ~ e < t <6, 的曲线使得 y 可微 
并且 


7(0, y ( J , t ) = y (0=«, 

r (^ o )- r ( t ；)^ o . 

这一曲线族叫作固定端点 p 和 g 的 y 的变分.设瓦(0是曲线 r (^0 
的能 M (参考习题 4); 亦即， 


*a. 证明： 

E ，(0)=0, 

I ■釋 )=£1(5)、今 

其中 770)=57/ 州 ㈣ 亙 = ZO ) 是沿 y 的 Ga 咖曲率，而且代表 
关于 * 的导数（上述公式分别叫作7的能量的第一变分和第二交分； 
这些公式的更完全的处理，包括 y 不是简单曲线的情形，将在§5~4 
讨论). 

b 利用 a 证明: 如果则任何简单测地线 y :[0, Q — 相对于连结 
y ( o ) 到 y (0 且 充分靠近 r 的曲线來说々极小. 

6设5是锥面 并设 是 S 2 的 

开集,其极坐标表示为 0< p < oo ,0<6 l <:2 sTOsinft 其中而《是 
适合 2 ornsin ^<2* 的最大整数(参考§ 4~2的例 3) .设为映 
照 


§4-7 测地线的一些进一步的 性质; 凸邻域 
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a . 证明是局部等距对应. 


* b - 设《€汉.假定 并设* 是适合 ^ KsiniScar 的最大整数.证 

明： 至少存在 * 条测地线从 g 出发再回到 g. 证明： 这些测地线在 g 
点均打折,因此都不是闭测地线(图 449). 

-条件同上, 证明: 恰好存在 A 条上述测地线. 

7. 设为一条正则参数 曲线. 对任 一 tez , 令 P(0c:R 3 为过 a(0 
且包含 a'(0 的平面•若 P(S) 的单位法向量 Y(0 是 t 的可微函数且 
N ' Q )^ 0 , t € l , 我们说映照为可裉的切平面族.给定 
一族可微的切平面，我们定义一参数曲面(参考§ 2-3 的定义 2) 
X(^)= a ( 0 ^^||(0. 

参数曲面 X 叫作切平面族 {«( t ), 及⑷}的包络. 
a . 设汉为定向曲面并设为以弧长作参数的测地线，满足 
KS )^0, r { S )^0, S ^ I . 令 N (5) 是曲面5沿 y 的单位法向量.证 
明： 切平面族 { yOS )， 呎的}的包络在 y 的邻埤内是正则的，其 
Gan ® 曲率 X sO 且沿 y 与曲面5相切.（这样，我们就得到一个与 
平面局部等距的曲面且包含 y 作为测地线 .） 
b •设 ot : f — R 8 是以弧长作参数的曲线且有 K (8) 丰 Q 和 r (说妾 e I . 
并设 {«(<?),«(<?)} 为从切平面族.证明：从切平面族的包络在《的 
邻域 正则; 其 Gauss 曲率 K ^ O , 且包含《作为一条测地线.（这样， 
每条曲线是它的从切平面族包络的测 地线； 因为这一包络面局部等 
距于平面)这就是从切平面又称为化 直平面 的理由 . ） 
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附录曲线和曲面局部理论基本定理的证明 


在本附录中，我们将说明如何从微分方程的定理得到关于曲 
线和曲面的存在性和唯一性的基本定理 (§ 1-5 和 §4-2). 

曲线局部理论的基本定理的证明（参考§ 1-5 的叙述）.出发 
点是观察 Frenet 方程 


, dt 7 

夺 u, a) 

db 

它可以看作在 IxR 9 上的微分方程组 

: s€ I, (la) 

le), 

其中 d 丄，匕 Is ) (^4, ^ 0 , iu ) ia , sa ) = 且 / o 么一 

1, …， 9, 是坐标 &的线 性函数(其系数依赖于 

一般来说, （ la ) 型的微分方程组不对应于一个定常向量场(如 
§3-4). 但不管怎样，下列形式的存在性和唯一性定理 成立： 

给定初始条件父。€1, (&)<>,•••, (^) o , 则存在一个包含 
•^0 的开区间 / crl 及唯一的可微映照 ct : J -> R 9 , 使得 

«(%) = (⑹0,…，⑹ •”，/»), 

其中 /o * = …，9在⑼ 《0 S ))€«/ XR 9 丄 取值. 更进一步，如 

果方程组是线性的，则 J -1(参见8. Lang , Analysis I , Addison - 
Wesley , Reading , Mass ., 1963, pp .383^386). 

由此 可得： 在 R 3 中给定一组正定向的标准正交标架 {心 ％, 
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W 和义。€1,则存在一族标架 |{ i ( s ), n ( s )，6( s )}, rsi , 使得 
t (So) = to } n(so) ^no, b (So) ™ 60. 

我们首先证明对每个少 ei , 标架 GOSO , <s), &货)}保持标 
准正交性.事实上，利用方程组 (1), 把六个量 

<*> < t , by , < n , by , < t , ty , <n, n y , <6,6> 

关于 y 取导数并表示成这同样六个量的函数,我们得到微分方程 
组： 

M)=k<n, ny-lii, 6>, 

-~ H , bXn , + 吣， 

分， &>=— 的， Kb, by+r<n, n>, 

4 - <^ ny , 

n) = — 2k(ji } ty—2r(^n, b}, 

~-< b , & > = 2 r <6, n >. 

容易验证 

< i , n > sO , it , 6> s 0, < n , & >=0, 浐 =1, 

是上述微分方程组适合初始条件0, 0, 0, 1, 1, 1的解.由唯一 
性知，对所有.7€1,标架族 0( S ), n ( s ), &( s )} 都是标准正交 

的. 

从标架族何 s ), n(s), Ks )}， 可以通过积分 
a ( s ) =J t(s)ds, WL, 

得到一条曲线，这里向量的积分理解为每个分量的积分.显然 
«'( S )= f ( S ) 并且， ( S )= fc 因此， A ( S ) 是《在8处的曲率.再者， 
因为 

a n (s) = k f n + hn f ^ Jc f n — hH — krb 9 
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所以《的挠率为(§1-5习题 3) 

< a ' Aa ", a" , y _ hkn , 

^ ¥ ¥ 


故《是所求的曲线. 

我们还需证明： a 在相差〒的平移和转动的意义下是唯一 
的.设 & J_>R 3 为另一条曲线，满足 J( S )-A( S ), t ( s )= t ( s ), 
父 SI, 并设私，< 是5在札的 ITremt 标架.显然，通过一 
个平移4和一个转动 p 可以使得标架与认，吻，心}重 
合(二组标架都是正定向的).根据上述关于微分方程的定理中的 
唯一性部份即可得到所需的结果.证毕. 

曲面局部理论基本定理的证明. （参见§‘3的叙述），证明 
的思想 同上; 亦即，寻找一族依赖于《和 w 的标架{%, %, 满 
足方程组 

«„„ = r\^x u +r\xx v +eN } 

①仰 =r\ z x u +ri^x v +fN • x vu , 

x vv = ri^+n^ - gN, ( 2 ) 

u ~ t 

N v = t" ®aa®«j 

其中系数叫，夂 卜 1 , 2 , 按曲面上的公式从尾 F , Q , 6 , f,g 
求得. 


上述方程在 FxR 8 中决定了一组偏微分方程 

v, ix, •••, i a ). 


(2a) 


(6)t.=/if(M, v, fi, •••, ia), 

这里 ( 匕 6, &) = a > u , (| 4 , f 6 ) l - ( f 7 , ^ 8) ^ 9 )- 

N , MA 6 = ], …， 15, 是^ j ^ l , 9, 的线性函数，其系数依 
赖于《和 A 


与常微分方程的情形 不同, 一般来说， （2a) 型的方程组并不可 
积.对于现在讨论的情形,要保证在给定的初始条件下,局部解的 
存在并唯一,其条件是 
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= ^t)B^ V«V~ VvU) Cu« ~ Cv«. 

这一结论的证明可査 J. Stoker, Differential Geometry, Wiley- 
Intersoienoe, New York, 1969, Appendix B. 

正如在 § 4-3 已经看到，这些可积性条件等价于 Gauss 方程 
和 Mairmrdi-CS^azzi 方程.根据假设,这些方程已被满足.因此， 
方程组 (2a) 是可积的. 

令 {f, %是定义在 (■^ 抑)^^的邻域上方程组 (2a) 的解， 
且适合初始条件 f (叫， ^o) = 刃 (《o, Vo ) = 7 ] 0} i { Uo } V 0 Xo, 显 
然，可以选取初始条件使得 

£6=^( i 6 o , Vo ), 

rjl ^ GQuo , i 0 ), 

《 0 ， ”o〉 = f (Mo, ®o ) ， （ 3) 

To - i , 

<.io, loXvo, So>=0. 

有了上面的解以后,我们可建立一组新的方程 

⑷ 

这显然是可积的，因为&=〜.设叫 R 3 是⑷的解，》定义在 
(«0,如）的邻域 P 上且满足 < uo , ^o) = Po€ R 3 . 我们将证明 ®(F) 
就是所需的曲面.如有必要，可以 缩小广 也可以将《和《对调. 

首先证明 (2a) 的解亿 》?, 具有下列性质.对于使解有定义 

的所有 (W 我们有 

e = s , 

<£, ri>= F , (5) 


<L C>=0?, D = o. 

事实上，对 CG 么也怎 D , <% C > 取偏导数并利 
用 （2) 式把它们仍表6成同样六个 M 的涵数，我们得到个偏微 
分方程的方程组 
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v z , <v, t», 

(e) v -B 2 (e, rf, <r,, D). ⑼ 

<v, O^B ia (i\ ^ D). 

因为 (6) 式是从 (2 a ) 得到的，所以， （6) 显然是可积的（也可以直接 
验证)，并且 

e - E , 

<”， D - F , 

V-h 

<£, D = <.v> D-o 

是方程组 (6) 满足初始条件 (3) 的解.根据唯一性可得上述结论. 
由此可知 

I 卬《八％ 1 2 = x\xl-<(c u , a v y 3 = EG- — F 2 >0. 

因而，如果 A P — ，为 

®(M, v) = (x(u, v), )/(u, v), z(u, v)), {u, v) € V, 

则的某一分量在 (％, 叫)不为零，例如说， 微 -普 — 0. 因 

此，在(％,抑)的某一邻域 C / ciP •中，可以反解由 ® 的前两个分量 
函数构成的系统得到一个映照 F{ X) y)^{u, v), 将 ® 限制到汉 
上，映照叫 R 3 是 1 - 1 的而且逆映照 or 1 (这里 or 是 R 3 
在哪平面上的投影)是连续的.因此，是可微的同胚且 
%八0^0;故 aKf /) cR ; i 是一正则曲面. 

从 (5) 式直接得到札 A 0是<^7)的第一基本形的系数 ，而 
C 是 曲面的 单位法向量.如果必要的话，对换《和％我们可以得 
到 

卜 

从上式和方程组 (2) 得到 

<1, x uv y =/, <X, x v ,^^g } 
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闪此证明 了曲面$ 的第二基本形的系数就是 e, /, g. 这就 
证明 了定理 的第一部份. 

剩下的是 证明: 如果V是连通的，则 * 仅相差 R s 的平移和转 
动.为此，设 i:R 3 是另一正则曲面， 适合 F=F， 
一㈣， f=S, 9-9. 因为第一基本形和第二基本形均相等， 
所以可能通过平移4和旋转 P 把标架 {5 B («o, 叫)， iv(u 0} Vo), 
N(u 0 , 外）}•与标架%), X v (Uo, Vo), N(Uo } V。)} 重合， 
方程组 (2a) 有二组解 

i = *«, r; = x v , t = N' 

| = 7] = ^, 卜 N , 

因为二组解在 (w。， 叫)重合，所以根据唯一性，在(《0, %)的邻域内 
有 _ 

N=-N. (7) 

另一方面，根据连续性，使得 CO 式成立的 C/ 的子集是闭集，又因 
为V连通，所以 (7) 式对所有(％ o06C7 成立. 

从 (7) 式的头两个方程及 J7 的连通性，我们得到 
ic(u, v) =~x(u, v) + 0, 

这里 Cr 是常值向量、因为 x{u 0 , ^ 0 ) =5( 叫 ，抑)，所以有0 = 0, 
芑理得证.证毕. 
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§5-1 引 言 

本章的目的是介绍整体微分几何.我们已经遇到过一些整体 
性的定理 (§ 2-7 中紧致可定向曲面的特性和§ 4-6 中的 Gauss - 
Boirnet 定理就是这种例子）.但是，它们或多或少总是膜便碰到 
的，因为我们当时的主要任务是建立 R 3 中正则曲面的局部理论. 
如今,做完了这件事,我们就能对整体性质开始作更系统的研究. 

整体微分几何所处理的是曲线、曲面的局部性质与整体(一般 
是拓扑）性质之间的关系.为了把要用的拓扑学知识降到最低程 
度，我们只限于欧氏空间中的子集.用到的也仅仅是欧氏空间中 
连通紧致集的一些最基本的性质.为完整起见，这砦材料及有关 
证明，在第五章的附录中给出. 

在阅读本章时，读者会作种种选择，考虑到这一点，现在我们 
来对本章的各节逐一给出简短的介绍.在本引言的最后，将给出 
—张表格以说明各节间的依赖关系. 

§ 6-2 中,我们将证明球面是刚 性的； 即如果连通、紧致的正则 
曲面 6 ( cR 8 与球面等距，则 S 是球面.这一节在本书中的用处就 
在于导出 §5-3, 

§心3中，作为整体性定理的自然背景，我们将引入完备曲面 
的概念.我们要证明基本的 Hopf - Rinow 定理，它肯定了连接完 
备曲面上任意两点的极小测地线的存在性. 
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§ 5-4 中，我们将导出弧长的第一变分公式和第二变分公式. 
作为应用，我们要证明 Bonnet 定理： Gauss 曲率有正的非零下界 
的完备曲面是紧致的. 

§6-5 中，我们要引入沿一条测地线 7 的 Jacobi 场这个重要 
的概念,它度量了 7附近的测地线离开7的速度.我们将证 明:如 
果完备曲面 S 的 Gauss 曲率非正，则 ex Pp: AO ?)— 占是局 部微分 
同胚. 

这就提出了寻求使局部微分同胚成为整体微分同胚的条件的 
问题,它导致了在§ 6-6 中引进覆盖空间.§ 5-6 中的部分与前 
面的各节是完全无关的.在部分軋我们耍证明 Hadamard 的两 
条 定理： （1) 若况 完备、单连通，并 且汉的 Gauss 曲率非正，则汶 
与平面微分同胚. （2) 若汉紧致，且 Gauss 曲率为正，则 Gf _ 映 
照 N.-S — 於 是微分闻胚, • 特别地 ，占 微分同胚于球面. 

§5-7 中，我们将给出曲线的一些整体性定理.这一节仅与 
§5- 6的部分2有关. 

§ 5 - 8中，我们要证明 R 8 中 Gauss 曲率为零的完备曲面，或 
者是平面,或者是柱面. 

§ 5 - 9中,我们将证明所谓的 Jacobi 定理：一段测地线弧关于 
具有相同端点的邻近曲线为极小的充要条件是这段弧不含共轭 

点. 

§ 5 - 10中，我们将引入抽象曲面的概念,并把第四章中的内惠 
几何学推广到这种曲面上去.除了习题以外，这一节与前面各节 
完全是独立的.在这节的末尾，我们要提及诸如撖分流形和 
Biemann 流形这种可能的、更进一步的推广. 

§ 6-11 中，我们要证明 Hilbert 定理，它说明在 R 3 中不存在 
负常数 Gauss 曲率的完备正则曲面. 

在所附的图表中,我们给出了本章各节的依赖关系.例如，读 
§ 6-11 需要 § 5-3, § 5-4, § 5-5, § 5-6 和 § 5-10; 读 | 5— 7霈要 
§5 -6 的部分 A ; 读谷 5-8 需要§ 6-3, § 5-5以及§ 5-6的部 

分 A , 
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§5-2 球面的刚性 

作为开始，较合适的是举一个虽然有些简单,却是整体性定理 
的典型例子.我们就选取球面的刚 

我们将怔明球面在下列的意义下是剛性的.设内 2 — S 是 
球面 UcR 8 到正则曲面 S = « p (2) c : R 3 上的等距对应，则 《是球 
面.直观上，这意味着要把由可弯曲但无弹性的物质做成的球面 
进行变形是不可能的. 

实际上,我们要证明下面的定理. 

定理1设 S 是 Gangs 曲率 f 为常数的紧致、连通、正则曲 
面，则 S 是球面. 

球面的刚性可从定理1立即推出.事实上，设奶2 —汉是球 
面2到 《上 的等距对应.这时 〆 就有常数曲率，因为曲 
率在等距对应之下是不变的.而且，由于集合2是紧致连通的， 
它的连续象也是紧致连通的（第五章附录的命题6和命 
题 12). 于是，由定理1可知 S 是球面. 


节 

5-3 5~4 5-5 5-6.AS-6.B S-7 S-8 5-9 S-10 5-U 


5 - 354 = 5 - 6 ' 5 - 75 - 8 



§6-2 球面的刚眭 [ SIS ] 

定理1最初的证明是属于 H . Liebman (1899) 的.我们这里 
要给的证明是经陈省身修改后的 D . Hilbert 的证明 （ S . S . Oliern , 
“Some New OKaTaoterizations of the Euclidean Sphere ,” 
Duke Math . J . 12(1945)，270 〜 290; 以及 D . Hilbert , Grund - 
lagen der Geomei；rie, 3 rd ed ., Leipzig, 1909, 附录 5). 

注 1 应该注意，存在与球面同胚，但不是刚性的曲面.图 
6-1 就给出了一个例子.用往里“撞击”的方法把图 5-1 中曲面& 
的平面区域 P 换掉,使得到的曲面&仍旧是正则的.用“对称撞 
击〃的方法形成的曲面汉"与 &是等 距的，但是不存在使V变成 
的线性正交变换. 从而以 不具有刚性. 



ffi 6-1 

我们来回忆一下下面的约定.选取主曲 率匕与 使得对每 
一点 S ，有 h { q ) > h { q ). 这样我们就得到这中的连续函数幻 
与 k a , 它们是可微的,但或许要除去况的脐点 知）， 

定理1的证明基于下列的局部性引理，为此我们要利用 
Mainardi-Oodazzi 方程（见 § 4r-3) , 

引理1设 S 是正则曲面为 S 上满足下列条件 的点： 

1. ■STCiOX); 即少点的 Gauss 曲率为正 ； 

2. p 是函数知的局部极大值点，同时又为函 数知的 局部极 
小值点 

则 P 是&的脐点. 

证明假 定？) 不是脐点，我们来引出矛盾. 

如果 P 不是汾的脐点，就可以选到 P 的坐标郯域使 
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坐标曲线是曲率线 (§ 3-4). 这时 ，又 ~/-0,而且王曲率则由《/戽 
穿/(?给出.因为 P 点不是脐点，如果必要的话，交换 W %从而我 
们可假定在 P 点的一邻域内 

系1 ■蚤 ，匕 •吾. （1) 

在如此得到的坐标系内， Mainardi - Oodazzi 方程可写为 (§4-3 的 
等式(7〉与 (7 a )) 

(^1 + ^ a ) f (2) 

(3) 

先将 (1) 的第一个等式关于《微分,并利用方程⑵，我们得到 

E ( kd v ^^{- h + h ). ⑷ 

类似地,再将 (1) 的第二个等式关于 u 微分,并利用方程 (3) , 

GW «=§ m * a ). (5) 

另一方面,当尸= 0 时，关于 I 的 Gauss 方程化为 (§ 4-3, 习 
题 1) 

K 飄- T ^ r {(^ w ) e + ( vfc )„} 5 

因此， 

— 2KE&~E W +G m +ME V +NG U , ( 6 ) 

这里的 v ), N ^ N ( u } W 是 (《, i ；) 的函数，竺们的具体 
表达式在怔明中不起实质性作用下面将引入的觅 .， 瓦逭和 N 
也是这样的函数. 

从等式 (4) 和 (5), 我们可得 出風; ，的表达式，将它们微分 
后代入方程 (6), 就有 

— 2 KEQ = — 7 2气 -(灸 i) w + , - (左2)««+显(枭1)«+及(克2)«， 

A ? i —4 ?a 一 知 

因此， ~ 

- {k 1 -k i )KEQ^-2E(,h)v V + 2G{k a ) „+^(^)« + ^(^) (7) 
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由于在？)点，瓦>0且 (7) 式左端在 p 点严格为负. 
因为 h 在 P 点达到局部极大值, h 枉 P 点达到局部极小值，所以 
在 P 点就有 

(h) v ^o, (A a )„-o, 

但是,这可推出 （7) 式的右端非负,这是矛盾的.引理1证毕. 

应该看到:在证明中若我们假定在 P 点蛇有局部极小值而\ 
有局部极大值,则得不出矛盾.事实上,在正曲率曲面上当 p 不是 
脐点时,这种情形有可能发生，这可用下面的例子说明. 

例1设沒是由下式给出的旋转面(参见 §3-3, 例 4) 


x^(p(v)gosu, y<^ip(v)einu, «=^(v), 0 <m<2jp, 
其中 <p{v)=0cos v, 0>1 } 

\]j(v) —C? 2 sin 2 vdv, tff(0) =0, 

我们取 I^Ksin- 1 (1), 使得有定义. 

利用己知的表达式 (§ 3-3, 例 4), 我们得到 
^-a a oos a v, F=0, & = 1 , 

C 7— Vl - CW ;), / = 0, 




因此有 

7 e \/l -~G 2 sin^-u 7 q (7 cos u 

ki ccosv - OW ; 


所以，厶有正的常数曲率 ET = AJ: a =l>0( 参见§ 3-3, 习题 7), 
'由于 0>1, 容易看出，在汉上处处有 h > k a . 因此 aS 没有脐 

点.而且，由于少= 0时4!=—$•，但时 


7 Vl —O 2 Bin 2 !) \ 1 

- 0^~ v — >一0, 

所以我们就有匕在平行环 ” = 0的点上达到极小值（由于 Z-1, 
因而匕 达到极大值）的结论. 

这个例子附带也说了定理1中紧致性的假定是不可少的，因 
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为曲面 S (见图 5.2) 也具有正的常曲率,但不是球面. 

在证明定理1时要用到下面的事实,我们把它写成一条引理. 

引理 2 紧致正则曲面 ScR 8 至少有一个椭圆点. 

证明因为汉是紧致的，所以汉有界.因此，在 R 3 中就存在 
一系以固定点 0 SR 8 为中心的球面，使得 S 被包含在其中任何一 
个球面所围成的区域的内部.考察所有这种球面的集合.设 r 是 
它们半径的下确界，并设2是以0为中心， r 为半径的球面.显 
然， S 与 S 至少会有一个公共点，比如是点. S 在 p 点的切平 
面，在 P 点的一个邻域内，与占只有一个公共点所以2与 S 
在 P 点相切.考察 P 点的法截线，容易推得 S 在 P 点的任何法曲率 
应大于或等于对应的2在2>的曲率.因此， hO )> hGp )>0, 而 
P 正如我们所希望的那样，是椭圆点.证毕. 

定理1的证明因为 占紧致 ，根据引理 2 , 存在一个椭圆点. 
因为瓦为常数,所以在整个况上 K > O t 

根据紧致性, S 上的连续 函数幻 在一点达到最大值(见 
第五章附录，命题 13). 由于1 =知 h 是正的常数， h 是心的递 
减函数，所以匕在 P 达到最小值.从引理1可推出 P 是 脐点； 也 
就是说 ^( P ) -知 (?). 

现在设？是&的任何点.因为我们已假定屙就 
有 

h(p) >h(_q) >ia{q) 

因此 = b ⑷对所有点成立. 
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这就是说， S 的所有点都是脐点，因而，根据 §3-2 命题5, S 
是球面或平面的一部分.由于疋>0,况就落在球面2中.根据 
紧致性是2中的闭集，又因为汉是正则曲面，汉便是2中的开 
集.由于 s 连通，汉又是： S 中的既开又闭的子集，所以 8-2( 见 
第五章附录,命题 5). 

因此，曲面 S 是球面.证毕. 

注意,在定理1的证明中，为常数的假定仅用来确保 
知是匕的递减函数.如果我们假定平均曲率 H = y (h + hd 为 


常数，也能得到相同的结论.这样我们就有 

定理 la 设 S 是 Gauss 曲率 1>0, 平均曲率丑为常数的 
紧致、连通 、正 则曲面，则 S 是球面. 

证明的方法与定理1完全类似.事实上，只要 
的递减函数，上面的论证方法还是适用的.说得更精确些，我们有 

定理 lb 设茂是 Gauss 曲率为正的紧致、连通、正则曲面. 
若在 S 上存在着函数关系 h = f ( h \ 这里/是 h 的递减函数，且 
则* S 是球面. 

注 2 R 3 中 Gauss 曲率 1>0 的紧致连通曲面称为 卵形面 • 
因而定理 h 可说成是:常数平均曲率的卵形面必是 球面. 

另一方面，作为 Gauss-Bonneli 定理的一个简单结论，卵形面 
与球面是同胚的（参见§ ‘5,应用 1). E. Hopf 证明了下列(更 
强)说法的定理 h 仍旧成立：同胚于球面,且平均曲率为常数的正 
则曲面，必定是球面 . A . Alexandroff 的定理进一步推广了这个 
结果，他把与球面同胚的条件换成紧 致性: 常数平均曲率的紧致连 
通正则曲面，必定是球面. 

上述一些结果的说明，可在 Hopf C113 中找到(参考文献列在本 


书的最后 

注3球面的刚性，可作为关于卵形面的一般刚性定理的结 
论而得到. Cohn-Vosaen 的这条定 理说： 等距的两个卵形面，只 
相差 R 8 中的一个正交线性变换.这个结果的证明可在 Chern nw 
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中找到. 

定理1是整体微分几何的一个典型结果,也就是说，一些局部 
1 (这里是曲率）的信息加上一些较弱的整体性假设(这里是紧致 
性和连 通性)，可以推出关于整个曲面的很强的限制（这里是断言 
凶为球面）.注意，连通性的唯一作用是防止在定理1的结论中出 
现两个或更多的球面.另一方面,紧致性的假设从许多方面来讲， 
1不可缺的，它的作用之一是保证我们得到整个球面，而不是含 
生球面中的曲面. 


习 釀 

1•设此鲈是紧致正则曲面，并固定点列€的 Po$S. 设 4 5 —R 是由 
rf(g) = y !9- Po | 2 ,2G-S 定义的可微函数.因为 S 紧致,所以存在 9 0 e 尽 
使得对一切成立. 证明： 3( •是 s 的椭圆点(这就给出 
了引理2的另一种证明). 

•2. 设是 a auS 3 曲率且没有脐点的正则曲面.证明在5上不 
存在便 H 为极大，同时使 K 为极小的点. 

3•— (Kazdan-Warner 的注〉设 ScR* 是广义的紧致旋转面（参见 S 2- 
注 4), 它由把以弧长 S S[0, 为参数的曲线 
a(s)=(0, p(s), t/r(s)) 

绕《轴旋转而得到.这里,？)(0)=9^)=0,且炉对一切 S €[ o , q 

成立.由汉在极点的正则性，可进一步推得〆(0)=1，9>切=-1(参见 

| 2 -3,习题10〉.我们还知道，厶的 Gauas 曲率是 S= (参见 

S 3-3 例 4). 

•a. 证明： 

j^xyds^o, 瓦 '= 香 , 

b. 利用 a 推出 R» 中不存在曲率是单调增加的紧致(广义的)旋转面. 

下面的习题是前述 Hopf 定理的 证明 概要，这条定理说 的是： 同胚于球 

而,且平均曲率为常数的正则曲面，必定是球面(参见注 2) .Hopf 的主要思想 

4近代工 作中已 被反复 应用. 这道习 题需要一些复 变函数 的基本事实. 

4. 设 J7cR 8 是 M 的连通开子集，并设X U —S 是正则曲面汉的等温参数 
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表示（即 F =0; 参见§扣2).令 = L (队 《)€ R a ， CeC , 我们 
把 P 与复数平面 C 相重合. S 称为对应于 Z 的复参数《 设扣 X ( U )^ 
C 是由下式定义的复值函数 

牵(0=步(《， »)— e ~^ g - _ if -~< h + i < h ， 

这里的6 /, 7是的第二基本形式的系数. 

a . 证明： Mainardi - Cbdazzi 方程(参见§ 4_3)用等温参数表示: S 可以 

写成 . 

(宁1-九一風， 

并推出 UP ) cS 的平均 曲率丑 为常数的充要条件 是必为 S 的解 
析函数(即(如) u = (和(扣 )„■-( 和) “)• 

b . 定义《复导数” 

& 1! 8 . 3 \ 

并证明 ^(0 = -2( X C , N c ), 这里,例如吴的含义是复坐标的向童 
Y / dsc &y di \ 

^ KdZ'WKr 

o . 设 /: UcC — Fc=C 是由 f ( M +* V )=»+ ij/=n 给出的 1-1 复函数. 
证明： （ 而 y > 是汉上的等溫参数（即 a 是汶上的复参数)，当且仅当 
/解析，并 且尸 (0利， i ^ U . 设 7_ X 。 广 1是对应的参数表示，并 
定义 4(0 = -2(7,，化>.证 明:在 2( z 7) nr (7) 上 

0(D-^O))d) S . (*) 

d , 设沪是舻的单位球面.利用由极点汉= (0, 0, 1) 和沒= (0, 0, 
-1) 出发的球极投影（参见§ 2-3,习题 16), 用两个(等 温〉 复参数 C 
与的坐标邻域来覆盖这里的 C 与 TJ 满足 C ( S ) = 0, 紙 N ) = 0, 
并使得在这两坐标邻域的交集『（球面去掉两个极点）上， 

假定在每个坐标邻域上，存在解析函数? KO , 屮0])，使得 (•) 在 W 
中成立.利用 Liouville 定理证明 KO 0 (因而 407 )= 0 ). 

e , 设 Sc W 是同胚于球面，且有常数平均曲率的正则曲面.假 定有汉 
到单位球面妒上的共形微分同胚 < p : 8^ 汉 2 (这是 Biemann 面单值 
化定理的结果，在这里假定其成立).设€与3是复参数，在9> 多下 
它们对应于在 d 中给出的沪的参数 S 与％ 根据〜函数 <Kb = 

•子 - if 是解析的.相类似的函数 < K ? f ) 也是解析的，但按~它们 
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以 （•) 相 关联，利用 d 证明 < Kb = o ( 因此, K 扔 30). 结果是 S 由 
脐点构成,因而是球面.这就证明了 Hopf 的定理. 


§5-3 完备 曲面； HopPRhtow 定理 

除非另作 说明， 今后要考虑的所有曲面，都是正则且连通的. 

§ 5-1 末尾所作的考察说明，为了得到整体性定理，除了连通 
性以外,我们需要某些整体性假定，以确保曲面作为正则曲面不能 
再进一步“延拓”.很清楚，紧致性就是为这一目的服务的.然而， 
更有用的是能有一个比紧致性弱，却又仍旧具有相同效果的假定 
条件.这就能使我们在比紧致性更一般的情况下寻求整体性定 
理. 

曲面不能再延拓这个概念的精确说法，由下列的定义给出. 

定义1设汉是正则（连通）曲面.如果存在正则（连通）曲面 
S , 使得 8 czS 是真子集，则就称作是可延拓的.如果这种 S 不 
存在 ，厶就 称作是不可延拓的. 

不幸的是不可延拓的曲面类太大了，以致无法得到有趣的结 
果.一个更合适的假定是 

定义2设汉为正则曲面，对每一点久当 S 上由 
7 ( 0 ) 出发的任何参数测地线 7 : [ 0 , s)—S ， 都能延伸为定义在整 
个 实直线 R 上的参数测地线又 S 时, W 就称作是完 备的. 

换言之，对每一点托纥当映照 exp P: T V {8)-^ S ^% 4-6) 
对一切< T V ( S ) 都有定义时，及是完备的. 

以后我们要证明（命题 1), 所有的完备曲面都是不可延拓的， 
而且确实存在不完备也不可延拓的曲面(例 1). 因此，完备性的 
假定要比不可延拓性来得强.进而，我们将证明（命题 5), R 8 中 
的所有闭曲面都是完 备的; 也就是说,完备性的假定要比紧致性来 
得弱. 

本节的目的是，对完备曲面 S 上给定的两点趴 ges , 证明一 
定存在连接2的极小测地线（即，它的长度不起过连接 P , 2的 
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任何其他曲线的长度）.这个基本的结果，最初是由 Eopf 与 
Rinow 证明的 （ H 、 Hopf, W. Rinow, “liber den Begriff der 
yollstandigen differential-geometrisohen Flachen,Comm. 
Ma-th. HelY. 3(1931), 209 〜 225). 这条定理是完备曲面比不可 
延拓的曲面对微分几何更为适合的主要原因. 

现在我们来看一些例子.乎面显然是完备曲面.去掉顶点的 
锥面是不完备的曲面，因为把母线(测地线）作充分延伸时，我们会 
遇到顶点，但它不属于这张曲面.球面是完备曲面，因为它的参数 
测地线(其轨迹是球面上的大圆)对每一个实数值都能有定义.圆 
柱面也是完备曲面，因为它的测地线是圆周，直线和螺旋线，它们 
对一切实数值都是有定义的. 

另外，从完备曲面 S 去掉一点所得的曲面 S - {少}，不是完 
备曲面.事实上， S 上会有通过 p 的测 
地线7,在7上取 P 的邻近点以图 
5-3), 这时{讲上就有一条参数测 
地线，它以？点出发,但不能延伸通过少 
点(这一论述的细节将在命题1中给 
出）.于是,去掉一点的球面和去掉一点 
的柱面都不是完备曲面. 

命题1完备曲面 S 是不可延拓 
的. 图 6 " 3 

证明用反证法，假定 S 是可延拓的.这就意味着存在正则 
(连通的）曲面 S , 使得 ScS . 因为 S 是正则曲面， 6' 是 S 中的开 
集 . S 在 S 中的边界(见第五章附录,定义 4)5 從 非空； 杏则 S ~ 
S U (S — 6 1 ) 就会是两个不相交的开集汉与 S — 汉之并，这与 S 的 
连通性(见第五章附录，定义 10) 矛盾.因此，有点及迟，并因 
为汉是 S 中的开集，所以？ 

设 PcS 是 P 在 S 中的邻域，使得 P 中每一点 2 都能由 S 
中唯一的一条测地线与 p 相连(见§ 4-6, 命题 2). 由于 peBdS , 
所以有某个？ o € F 属于&设孓 [0, 1] — S 是 S 中的测地洗 
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满足 7(0) =化 y ( l ) =?0.显然，由 a (0 -7(1-0 给出的 [0, 
8 )—汉就是&中满足《(0)~? 0 
的测地线，将其延拓到数直线 R 
去，在 （=1 时就会通过 P 点（图 

5- 4). 因为 P 牟&这条测地线不 
能延伸，于是就和完备性的假设 
相矛盾.证毕. 

如下例所示，命题1的逆是 
不成立的. 

例1当我们从单叶锥面 
z - { x , y ) e R 5 

去掉顶点抑时,就得到正则曲面& / S 不是完备曲面,因为无法使 
它的母线对弧长的所有值均能延拓， 
而叉不碰到顶点. 

我们来证明汉是不苛延拓的，先 
假定有正则曲面使得 / ScS , 
然后导出矛盾.论证的方法是说明 
汉在 S 中的边界缩为顶点仰，并且存 
在外在 S 中的邻域使得 F - 
< Po } czS . 但是，这与锥面（包括顶点仰）在抑不是正则曲面（见 
§2-2, 例 5) 相矛盾. 

首先，我们看到，在 S 上由点这出发的测地线中，不能对 
所有参 数值延拓的仅有的测地线，是经过 P 的子午线(母线)(见图 

6- 5). 这个事实，比如利用 Olairaut 关系(见§扣先例 5), 是容易 
看出的，因而留作习题(习题 2). 

现在设这里的 MS 表示 S 在 S 中的边界（我们已 
在命題^中看到，: B < LS ¥0)._ 因为 / S 是 S 中的开 集，; p 牟久设 F 
是?) 在 S 中的邻域，使得 P 中每一点能由 S 在 F 中的唯一一条 
测地线与 j ) 相连接.因为就有 g eFri / S . 设孕是 s 中 
连接？ 与 JT 的测地线.因为占是 S 中的 开集 ，7就在 ff 的一 个邻 
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域中与 S 的一条测地线重合.设趴是7上不属于况的第一点. 
按最初所作的考察，7是子午线，并且抖是汉的顶点.进而有 
Po^P， 杏则就会有的一邻域不含 2>o. 对这个邻域重复刚才的论 
证，我们会得到一个不同于种的顶点，这是一个矛盾.由此推出 
Bd 汉缩为@点. _ — 

再设 r 是抑在 s 中的邻域，使得 r 中的任何两点能由 g 
中的测地线相连接(见§ ‘7,命題 1). 我们要证明 W-{p 0 }czS. 
事实上，7中的点属于&另一方面，不属于7或其延拓的点 
K F， 可以用 一条异于7 的测地线《与7 上的点 i 相连接, t^Po.. 
拓兩(见图 6-6). 按前面的观察结果， a 的每一点，特别是7%属 
于占.最后，7的延拓上的点，除了 P0, 也属于况否则的话，它们 
就要属于 s 的边界,后者我们已经证明仅由抑组成. 

这样一来，我们所说 
的结论就全部证毕.从 
而汉是不可延拓的，我们 
得到了所要的例子. 

为了后面的内容，较 
合适的是引入 S 中两点 
间距离的概念，这一概念 
仅依赖于 s 的内蕴几何， 

与沒在 R 8 中的浸入方式 
无关(参见 §4-2, 注 1). 我们看到，因为 Sc:R 3 , 可以把 /S 中两点 
间的距离定义成这两点在 R 8 中的距离.但是,这个距离与第二基 
本形式有关,因而对本章的目的来说是不适宜的. 

我们需要一些预备知识. 

设《: 6]— 汉是数直线 R 中的闭区间[心 6]c=R 到曲面 

S 的连续映照，如果 [a, &] 有由点 

给出的分割，使得《在[心 ^ + J, *=0, •••, A 上可微，就称《是 
连接 《(«) 和《(6)的 分段可微参数 啤线， a 的长度就定义 
为 
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K «)= sf " +， i « WI ^. 

命题!8正则（连通）曲面占上给出两点朽 I 必存在连接 
P, ?的分段可微参数曲线. 

证明因为 / S 连通,所以有连续曲线《: [ a , 幻4沒，使得 
«(«) 设圯 [ a , 6], 并设厶是 [ a , 6] 中含 * 的幵区 

间，使得 《( A ) 落在《⑺的坐标邻域内.并集 VI h ie La, 6] 就覆 
盖了 [%幻，由紧致性，存在有限个 △,•••, T „ 仍旧覆盖了 [ a , &]. 
因此,能用点 a = M < K 〜<4<4 +1 = 6 把了进行分解， 使得⑷ 
i * + J 含在某个勾内 ; j = l , 于是： a ( i <, # <+1 )就落在一个坐 
标邻域内. 

因为史=«!^)与《(0落在同一坐标邻域内，便可 
用一条可微曲线把它们连接起来，这条曲线就是 J 7 c : R a 中连接 
Z 一与 X-\a(h)) 的可微曲线在 I 下的象.用这种方 
法，我们可用可微曲线把《⑶)与《以 +1 )连接起来，» = 0, k 
这便给出了连接 P = « (心）和 2 = «( fe +1 ) 的分段可微曲线，命题得 
证.证毕， 

现在设 A 是正则曲面 谷上的 两点.我们 用叫, ff 表示连 
接 p ，g 的分段可微参数曲线，并用 K « P ,») 来表示它的长度.命 
题2说明，所有这种 《 P , fl 的集合是非空的.从而我们能给出下列 
的 

定义3由点到点的（内蕴）距离 d (趴幻定义为 

d(p, §)= inf ?(«„„), 

送里的 inf 是对所有连接九 ？ 的分段可微曲线上取的. 

命题3上面定义的距离 d 有下列性质， 

1. g)=d(q, p)-, 

2. d(p, q) + d{q, r)>d(p, r ) 5 • 

3. d(p, gr)>0 ； 

4. 当且仅当 p = g 时, q)=0. 

这里的 P , 2, r 是 S 中的任意点. 
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证明性质1是立即可得的，因为每条满足 《(«) = P , «(6)= 
?的参数曲线 

«： [«, b }->8 

导出了一条由的） = a ( a — i +6) 定义的参数曲线5: ■!>: 幻―汉. 
显然有 5( a ) -= g , S (6) =凡并且 Hda ). 

性质2可从这么一个事实 推出： 当 B 是实数集合且 ACB 
时，则 inf ^> inf ^. 

性质3可由正数的下确界非负这个事实推得. 

现在我们来证明性质 4. 设少取由 a ( t )= p , tela , 6] 
给定的常值曲线《: 6]— 沒，我们就有 K «)-0； 因此， d { f , q ) 

•= 0 . 

为了证明 <*( P , ff ) = 0 蕴涵?> = !?，我们的方法如下.假定 
d ( p , g ) — inf Z ( a Pl ( j ) — 0 而 p ¥=?. 设 F " 是 P 在汉中的邻域，满足 
q 砗 V ， 并使 P 7 中的每一点均能用 F 中的唯一一条测地线与 P 相 
连接.设 B r ( p ) czV 是由含在 F 中的 以炉为 中心、为半径的测 
地圆围成的区域.根据下确界的定义，给定《>0, 0<8< r , 存在 
连接趴 g 的分段可微参数曲线《: [«, 幻使得.因 
为 《([*, 6]) 连通，且2法 5 r /就存在点&]，使得4。)属于 
札 ( P ) 的边界.由此推出得到矛盾.因此，本 
命题证毕. 

推论 \A{p, 0 §)| <d(p, g). 

这只要能看到下列不等式就足够了 

d ( j ), r )< d ( p , q )+ d ( g , r ), 
d(r, g-)<d(r, p)+i(p, g); 

因此， —d(p, g )< d ( p , r )— dQr , g)<dQp ， g). 

命题 4 若设点2^汉，则由 /(2>) = WP 。， 罗)，批汉给定的 
函数 j:s — n 在 s 上是连续的. 

证明我们必须说明，对每点》€纥给定存在3>0,使 
得若？€及〔少）门纥这里的历(?))〔5^是护中以 P 为中心， s 为 
半径的开球，就有 !/(?)-/(<?)! = f )- d ( Po , ?) l <8. 
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设 8，<8 能使指数映照 ex Psi: T P (8) —沒 在圆盘馬 (O)CT 7 , 
(奶中是微分同胚，这里的0是 y, ⑻的原点，并令 e X p(KO)) = 
V . 显然, F 是 S 中的开集；因此，存在 R 3 中的开球历(的，使得 
^(j>)n*sc：r . 这样一来，若玖⑼ ns , 

M(^ 0 , v)-d(po, g)\<d(p, g)<e'<8, 

也就完成了证明.证毕. • 

注 1 具有初等拓扑知识的读者会注意到，命题 3 说明，函数 
d:Sfx5f —R 给 S 以度量空间的结构.另一方面，作为度量空间 
的子集， ScR 3 具有诱导度量1重要的事实是，这两种度量决定 
了同一个拓扑，也就是 S 中的同一开集族.这可由 exp p; vczr , 
是局部微分同胚的事实推得，其证明与命题4类似， 

结束了这些预备知识后,现在我们就能作如下的考察. 

命睡5闭曲面 ScR s 是完备的. 

证明设 7: [0, — 的参数测地线， y (0)=p€ 纥不 

失一般性，我们可假定参数是弧长.需要证明的是可以把7延拓 
为定义在整条直线 R 上的测地线％ R 4 A 首先注意，若 riso ), 
<to€R, 已确定，则根据测地线的存在和唯一性定理 (§W, 命题 
5), 可以把 〒延拓到私在 R 中的一个邻域上.因此， 〒有 定义的 
一切 s€R 的集合是 R 中的开集，如果我们又能证明这个集合是 
(连通的) R 中闭集，5就一定能对整个 R 有定义，从而也可完成 
证明._ 

假定子对 s<s 0 有定义，我们来证明子对 S=So 也有定义.考 
虑序列 {*»}-> s。, 且容„ <s 。， 2,…. 

我们先证明序列{?(0}在 S 中收敛.事实上，给定 8 >0,存 
在使得 h TO>71 0 时，有 |s„-s m | <s •用3表示 R s 中的距离， 
并注意，若奶 fi 1 6/5,则30, q )< d ( p , q) c 于是 

5{7(s»), y{s n ))<A{y{s^), r(s OT ))<K-s m |<8, 

其中的第二个不等式，来自4的定义，以及 k- Sin | 等于曲线7在 
知与‘之间的弧长这样一个事实.这说明 {7(s„)} 是 R 8 中的 
Caucliy 序列; 因而，它收敛于点 SR 8 (见第五章附录，命题 4). 
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因为？是 6(S«)} 的极限点 ，而厶 又 是闭集，所以 这便证明了 
我们的断言. 

现在设疋和 S 是 §4-7 命题1给出的？的邻域和正数.设 
Ksn ), 7( s m )€ W 是满足的两点，并设7是连接 
7(0, 7(S„) 并使 Z(7)<S 的唯一测地线.显然5与 7 重合.因 
为在爲⑼中是微分同胚，并且 exp u 爲⑼）所 
以 y 便把5延拓得趄过了 2点.这样一来，7就在 * =80上有定 
义，命题证毕. 

推论 紧致曲面是完备的. 

注2命题6的逆并不成立.例如，在一条渐近于圆的平面 
曲线上作出的直柱面显然是完备的,但不是闭曲面(图 6-7). 



图 S- 7完备而非闭的曲面 


我们称连接两点 P: 汉的测地线 y 为极 小測地线， 如果它 
的长度 K?) 不超过连接？的任何分段正则曲线的长度（参见 
§4-7). 这件事等价于以）一 d (朽 g)， 因为给定连接2>, ?的分 
段可微曲线《后，我们可以找到一条连接 ft ?的分段正则 曲线， 
使它比《短(或至少不比《长).后一结论的证明留作习题. 

注意， 如下例所示,极小测地线不一定存在. 

设为球面妒去掉一点 pG V后所得的曲面.在过 
P 的予午线上取关于 P 对称，且充分接近 P 的两点外与种/我们 
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看到,在曲面炉一 {政上就不存在连接於，抑的极小测地线（见图 
6-8), 

另一方面,也可能有无限条连接曲面上两点的极小测地线，例 
如，在球面上取两个对径点就会发生这种 情形; 这时连接这两点的 
所有子午线都是极小测地线. 

本节的主要结果是,在完备曲面上,总存在连接两个已知点的 
极小测地线. 

定理 ( Hopf - Rinow ) 设 6' 是完备曲面.给定两点 
总存在连接乳2的极小测地线. 

证明 设 r = d ( p , $是仍间的距离.设及 ((^ cAOS ) 是 
以切平面心⑻的庳点0为中心，3为半径的圆盘，它含在的 
一个邻域 U<zT P ( 8 ) 内，在 U 中 eip , 是微分同胚.设 B S ( P ) - 
ex Pj) (B a (0)). 注意，边界是紧致的，因为它是紧集 
M 孔(0)<=7^⑻的连续象. 

如果&连续函数幻便在紧集2的一点％上达到最 
小值.此点％可以写成 

% = 9xp f (3-u) > v^T P (S) 

设7是以弧长作参数的测地线,给为(见图 5-9) 



图 S-9 


7(s) = exp ,( si )). 

因为 S 完备， y 对一切 s 6 R 都有定义.特别地，7在区间 [0, r ] 
上有定义.若我们能证明 7(0=?, 则7必定是连接的极冲 
测地线，因为20,这时证明也就完成. 

为此,我们必须证明，若沒 [ S , r ] ,则 

^Cr(s), eO=r-s. (l) 

因时， （1) 式就表示 7(0 — 这正是所要的结果.， 

杲证明等式 (1), 我们先要说明它对*=3是成立的.而集 
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A^{se tS , r ] : 使得 (1) 式成立 } 显然是 [0, r ] 中的闭集.其次我 
们说明，若 s 0 G 』且 s 0 < r , 则⑴式对 s 0 + S ' 成立，这里的 S '>0 为 
充分小的正数.由此推出 4=[ S , r ], 从而也就证明了等式 (1). 

我们现在来证明等式 (1) 对 s = S 成立， 事实上， 由于任一连 
接的曲 线必与 2 相交， 如果用 ® 来表示2的任意点，我们就 
有 

q ) = infi ( a P(3 ) = inf { infZ ( a Pl：r ) + infl ( a<Ctq )} 

a, 2 a a 

-= inf ( d ( p ; x ) ~\~ d { x > §0) 二 ini ( S + d(X g )) 

= 5 + d ( a - 0 , g ). 

因此， 

d ( y { S ), q )~ r -8, 

这就是时的等式 (1). 

我们还要证明，若 （1) 式对 s 0 €[ S , r ] 成立，则对充分小的 
S '>0, 它对 s 0 + S , 也是成立的. 

设及 < o ) 是切平面中的圆盘，它的中心是该切平面 
的原点0,并含在是微分同胚的邻域? 7' 中.设瓜 ( 7 ( So )) 
- exp 7( ,.) B a , ⑼， 且 2'=» Bd ( S a '( 7 ( So ))). 若 o/GA 连 续函数 
« d 就在竓€ 2' 上达到最小值(见图 6-10). 这时，与前面一 
样， 

d(r(so), q) =inf (d(r(so), a>0 +d(x', q)} 

= 8’+« j). 

因为等式 (1) 在 So 成立，我们就有 ?)= r - So . 因此， 

d ( x[ h q ) =r — s 0 — S '. (2) 

而且，由于 

d ( p , x ' 0 )> d ( p , q )- d { q , x '^), 

从⑶我们得到 

d { f , x ' o ) >r — (r — so ) + S ' = s <>+ S '. 

现在我们看到，由 P 经 7 到 7<« o ), 再由 7(*0) 经风，( 7 (处 )） 的 
一条测地线半径到蜣的曲线，它的长度恰好等于知+夂因为 d ( p . 
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图 S-10 


^)>&0+8', 所以连接2>和4的这条曲线具有极小长度.由此可 
知(见§ 4-6, 命题 2) 这是条测地线，因而在其一切点上是正则的. 
所以，它应该与 7 重合； 因此 ,^ = 7( s + S '). 于是，等式 (2) 可写为 
d(7( s o+ 8 ’ ）， Q) =i >'~ (so+8 7 ), 

这就是 8= s 0 + S ' 时的等式 (1). 

这便证明了我们的断言，从而也完成了定理的证明.证毕. 
推论1设 S 是完备曲面，则对所有点映照 exp ,: 
r p (/ SOdS 是到汉上的. 

推论1成立是因为若 ffG/S 且吖队则？ = ex P , r «， 其 
中的 ” = 7'(0)是连接2>、？，以弧长作参数的极小测地线7的切向 

量. 

推论 2 设 S 是完备曲面，且关于度量 d 是有界的（即存在 
r >0, 对任何一对点乳 qes , 蚊 d ( p , ff )< r ). 那么， / S 是紧致 

的. 

证明 固定? S 为有界的事实说明，存在以 7 •为半径，以 
切平面 r , ⑹的原点0为中心的闭球 JSCAOS )， 使得 exp /5) = 
exp . CnCfif )). 根据 ex Pp 是到上的事实，我们有 i 8 = e x Pf ) Cr , ⑻） 
= exp , C 5). 因为紧致， exp , 连续，我们便有紧致的结论 .证 
毕. 

今后，除非另外说明，用到度量概念时总是指定义3中的距离 
d . 例如，曲面 S 的直径/*(的，按定义是 

P ⑻ =supcZ(^ g). 

P,«e fif 

用这个走义,单位球面沪的直径 p ( s 2 ) = a 
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习 题 

1. 设 ScR 8 是完备曲面，并设 FcS 是5的非空闭子集，使余集这 -F 连 
通. 证明: 是不完备的正则曲面. 

2. 设 s 是例1屮的单叶锥面.证明：对给定点 pe 氏汐中过 p , 但不能对 
—切参数值进行延拓的 R 有测地线，是 S 中过 P 的子午线. 

3. 设5是例1中的单叶锥面.利用 §t2 例3中的等距对应 证明： 任何两 
点 P ， ge (见图卜 11) 都能由汐上的一条极小测地线相连接， 




图 S 11 

4. 正则曲面上的点列# „} 称为按（内蕰）距离 d 收敛于点拘6 如 
果给定 S>0, 存在指标抑,使得《>»。时 Po ) < 8. 证明: 5中的点 
列化》}按 d 收敛于沒的充要条件是， {p»} 作为 R 8 中的点列(即按欧 
氏距离)收敛于 p ». 

•5. 设为正则曲面.汉上的点列^ ■} 称作按（内蘊）距离 d 的 Cauehy 
序?']，如果给定6>0,存在指标 n。， 使得当 to , m>n 0 时， 就有 d ( jp „， p m ~) 
<«. 证明： 孜为完备曲面的充要条件是，这上的每个 Cauchy 序列收敛 
S 中的点. 

•6. 如果曲面沒上的测地线 y :[ o , «)— A 对任何 se [ o , =»)，都实现 r ( o ) 
到 y(s) 间的（内蕴)距离,则称7为从 y(o) 出发的射线.设 p 是完备、非 
紧致曲面汉上的任意点，证明:及上有从 p 出发的一条射线. 

7. 汐上的发散由线是指可微映照《: [0, & ■使得对每一个紧致子集 

瓦匚汉有 *0 6 (0, oo), 当 i>t 0 时(即《“离开，，了这的每一个紧 
致子集).发散曲线的长彦定义为 

lim [' |a’(0 | 由 . 

Jo 
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证明： Sc -^ 为完备曲面的充要条件是毎一条发散曲线的长度是无哏 

的. _ 

*8 -设况与5都是正则曲两， 并设供 5 — 5是微分同胚.假定 拉完备 ，且 
存在常数 oo , 使得对一切 P e s 1 和一切 v e t p ( s 、 有 
I p {v)>cI rAp y(d<p p (v')'}, 

这里的 J 和 J 分别表示5和5的第一基本形式.证明： .9 也是完备曲 
面. ' 

*9 -设 AcR 8 是(连通的）完备曲面，是连通曲面，并且的上的任何 
两点均能用唯一的测地线相连接.设仍此->汉 3 是局部等距对应.证 
明：* P 是整体等距对应. 

”0. 设 ScR 8 是完备曲面.固定单位向并设卜 5 — R 是高专函 
数 Kp ) =〈 p , v >, P&S. 回忆一下，的梯度是由下式定义的5上的 
(切)向量场 grad 

(grad h(p), w) p =dh p (w) 对一切 w S T P (S) 

(参见 § 2 - 5, 习题 14). 设 ct ⑴是 grad ft 的 轨线； 即 a (<) 是 S 上满足 
“'( O ^ gradfc ^ t )) 的曲线.证明： 

a . 对一切 pS <9，| gradft ( p )[< l . 

b . grad /» 的轨线 a ( i !) 对一切贯均有定义 • 

下面的习题，要用 §3-5, 部分 S 的材料，以及复变函数的基本知 
识. 

11. (Ossorman 引理）设认= {C € C ; |4| <1} 屋面 C 中的单位 圆盘. 
照例我们用 L = u + iv 来重合 C » R 2 . 设 X : A > ‘二 3 是极小曲面 X ( A ) 
cR 3 的等温参数表示.这意味着（参见§ ^5,部分 S ) 

〈X “， X „> = <2„, X v ), 〈 X u , X „)=0 
以及(极小性条件） 

假定 JCCD 0 的单位法向量不取单位球面的一个邻域中的值.更清楚一 
些，即假定对某个向量|«；卜1，存在 8 >0,使得 

本习题的目标是证明叉(刀 1) 不是完备曲面.（这是在 §3-5 末尾摘引的 
Osserman 定理证明屮的关键一步. ） 方法 如下： 
a . 定义 < p : Wi — C 为 

cp(M, w)=<p (0 w)+i{X u , w}. 

证明： 极小性条件蕴 涵 <? 是解析的. 
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b - 定义 A 认 — C 为 


^(0=| o ?>(0^= n . 

根据 a ， 0是解析函数. 证明; 0(0) =0,且条件 (•) 意味着 ^( O ^ o . 
于是，在0的某邻域内，0有解折的反函数 r 1 . 初用 Liouvrille 定 
理证明: 0- 1 不能解 析延拓 到整个 C 上. 
o . 根据\存在圆盘 


及点他 |如| =5,使得 P 在込中解析，且不能解析延拓 到如的 
任一邻域（图心12〉.设 L 是 Z ) B * 连接％ 和0的 线段； 即 
{咖€€;0<{<1}.令 ctW - XL ) 并证明:: X ( c «) 的弧长 I 是 
I =\ J 2{ X U , ^>{(-^-) 2 +(^-) 8 }'* 

<4 jy < x - 拟 y+n «> 3 ida 

=4 | a wa )\\ di \=^<+ oo , 

利用刃题 7 得出 ；£(&) 不是完备曲面的结论. 



§5-4 弧长的第一变分和第二变分; Bonnet 定理 

本节的目标是 证明： Gauss 曲率疋 >8>0的完备曲面 S 是 
紧致的 (Bonnet 定理). 

证明的关键点是阐明： 若 [>S>0, 则连接任意两点朽 ？ €以 
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的测地线7,当其长度 K7) 时，就不是极小测地线；也就 

是说,存在连接凡？的参数曲线，它的长度小于 K 7). 

一旦这点得到证明，可以推知，所有极小测地线的长度 K ^/ 
具、 从而 S 按距离 d 是有界的.因为没是完备曲面，所以它也 
是紧致的(§5-3,推论 2). 附带指出，我们还得到 S 直径的一种 
估计，也就是 pOSXW'/y. 

要证明上述这点，我们需要把参数曲线的弧长与“邻近曲线” 
的弧长作比较.为此,我们将引入一系列想法，这些想法在微分几 
何的其他问题中也是有用的.事实上，这些想法就是把变分学中 
的一些较一般的概念,修正得以适应微分几何的需要.这里并不 
要求事先有变分学的知识. 

在本节中 /S 将表示正则（并不一定完备)曲面. 

首先,我们来把一条已知曲线的邻近曲线这个想法精确化. 
定义1设 a:[0, 0—S 是正则参数曲线，这里的参数 
s6 [0, 1} 是弧长， a 的变分是可微映照 A: [0, U x (-s, s)c：R a 
—S, 使得 

A(8, 0) =a(s), s€ [0, T]. 

对每个 f€ (— s , s ), 由 \( s )=^( s , i) 给出的 曲线& [0, l }^8, 
称作 h 的一条变分曲线.如果 

h(0, i)=a(0), h(l, t) =a(l), ( —s, 8), 

变分 A 就称为是正常的. ’ 

在直观上，《的变分是可微地依赖于参数 fS (-«, ») 的一族 
曲线心，并且心与《相一致（图5~13).正常的条件意昧着所有 
曲线心有相同的起点《(0)和相同的终点《(0. 

为方便起见，采用下列的记法. R a 中由 
* — 0, io), 
t -*(s 0 , t) 

给出的两条参数曲线经过点 Po =( s 9 , 蚴€阳,并以(1， 0) 和 (0,1) 
作为 （ So , Q 处的切向量.设\ [0, Z ] x (- S , e ) czR a — 厶为可 
微映照，并设料€[0, Z ] x (— s : s ). 这时， (1,0) 是曲 线* — 
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h(s, Q 在 A ( Po ) 的切向量, (0,1) _是曲线 fOo , t) 在 h(po) 
的切向量.我们将记 

dh 9 ,(l, 0) = -^-( po ), 

dK(0, l)=-f-(2>o). 

回忆一下(参见§ 4~4,定义 2), 沿曲线 a: Z — 汉的向量场 w 是一 
种对应关系，对每个圯夂给出向董 w ( f ), 它在《(0处与曲面5 
相切.于是,抓/办与 0 A / 拥是沿《的可微切向量场. 

由此可知，《的变分 A 按下式决定了沿《的可微向量场 F ( s ) 

K(«)«^-( 8 , 0), *€ [o, q. 

r 称作 A 的变分向 量场； 我们指出，若 A 是正常的变分，则 
F(O)=F(0=0. 

这个术语的合理性由下列命题给出. 

命题1设 r ( 8 ) 是沿正则参数曲线《: [0, q — s 的可微向量 
场,则存在《的变分\ [0, i ] x (- s , 8 )->s, 使得 V(s) 垦 h 的变 
分向量场，而且，若 7(0) — 7©-0, 则能选择得成为正常变 

分. 

证明我们先证明存在3>0,使得当 < 2 V ,) ⑻满足 M < 5 
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时, ex Pa _ 对一切 s e [0, q 均有定义.事实上，对每点必《([0, 
考察由§ 4-7 命题1给出的邻域 PF , (其中一切点的法邻 
域)和数 s P > o . 并集 yir , 便覆盖了《([0^]),并且，根据紧致 

性，其中有有限个 3 比如说，…， TF „, 仍旧覆盖了 《([( U ]). 
取，…， S „), 这里的 3* 是对应于邻域的数』 i -1, 
…，, 容易看出，这个 S 满足上述的条件. 

现在，设 S < S / 见并定义 

h(t, t)-= &xp aW tV(s) , s€ [0, l], te {-e, s). 

A 显然是确有定义的.而且，因为 

exp 啡 ）#(«)■= y(l, a(s), iF(s)), 

其中 7 是 §4-7 定理 1 中的(可微)映照（即，对#0与 F ( s )_0, 
r ( i , «( s ), ^(^))是满足初始条件 7 ⑼ =«(«), </(0)= F (») 的 
测地线 7), 所以是可微分的. A (*, 0)=«( s ) 可直接验证.最 
后，&的变分向量场由下式给出 

(8 ， 0) = 必⑷。 ) (0, 1) = (exp a( ,)iF (s) ) I <=0 

—^- rC 1 -, «(»), $( s ))| t，o 

飄 F(s»|,-„ = F( g ), 

并且，由 A 的定义容易知道，若 r (0)= r (!)-=0, 则 A 是正常变 
分.证毕. 

我们想把 《( = W 的弧长与&的弧长作比较.于是，我们来 
定义一个函数 A ( — L s )— R , 

增=£|蝥0^)卜 te (- S) a ) . (1) 

在 i =0 的一个邻域中研究 l , 就会吿诉我们与《邻近的曲线的 
“弧长的行为”. 

我们需要一些预备引理. 

引理1由 （1) 式定义的函数 A 在 的一个邻域中是可锇 
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分的； 在这种邻域中, Z 的导数可用积分号下求微分的方法得出. 
证明因为《: [0, 汉是以 弧长为参数的，所以 

Ifh 如叫 =1. 

根据队 Q 的紧致性推出，存在5>0, S < s ，使得 

|^( S , t )\^ o , [0, q , \ t \<8. 

因为非零可微函数的绝对值仍旧可微，所以〔1)式中的被积函数对 
|#|<8是可微分的.根据微积分学中的一条经典定理（见扎 cr 
Buck , Advanced Oalculus , 1965, p . 120), 我们有 £ 在⑷ <5 
可微的结论，而且 

证毕. 

下面的引理2, 3和4,有其自身的重要性. 

引理2设切⑷是沿参数曲线《: 幻 — S 的可微向量场， 

并设/: [ a , 幻 — R 是可微函数.那么 

4(/( 一⑹=仲)昝 邱). 

证明只要用到协变导数是通常导数的切向分暈的事实，就 
有(这里的（ ） T 表示 （） 的切向分量） 

证毕， 

引理3设都是沿参数曲 线*: fc ，&]—/ S 的可微 
向量场.这时有 

ir ⑽， _ )>= 〈1， w (0 〉 + 〈—)， l 〉. 

证明利用上面证明中的说明，我们得到 

X 砮，补 D 
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a ’ w } + { v > (鲁) T 〉 

证毕. 

在开始下一条引理之前，为方便起见，引入下面的术语.设 
h ： [0, Z]x(-s, s)— 汉是可微映照. 沿 A 的可微向量场是 坷微 
映照 

V. [0, n x (-8, s)^Sczn 3 , 

嵘得对每个 0 J ) € [0, Z ] x (― s , S ), 有 r ( S , 0 € 2 V ,，《0 S ). 它 
推广了沿参数曲线可微向量场的定义(§ 4-4, 定义 2 ). 

例如，前面引入的向量场（抓 f) 和 ( dh / dt ) (s, f) 都是 
沿 A 的向量场. 

如果我们把 Ffc i) 限制到曲线 * = 常数，〖=常数上，就得到 
沿曲线的向量场.这时，记号 i) 的含意是 F(8, i) 在 
曲线 s= 常数上的限制于点 (s, 0处的协变导数. 

引理4设 ft:[0J]x(- S ，s)c:R 2 — 汉是可微映照. 
rM D dh r ,n D dh / 


证明设 Z:C7 —S 是 S 在点 fc(M) 附近的参数表示，参数 • 
是 w, 并设在这个坐标系中的表达式为 
u=hi(s, t), ®-A a (s, t). 

在这些条件下.当 （s, t ) eh ~\ X ( U ))= WH , 曲 线％, O 可以 
表示成 

M=Ai(s, to), v = h z {s, t 0 ). 

由于 (8h/ds) (s 9 , t 0 ) 在 s = s 0 处切于曲线 A(s, 知)，我们就有 

尝 0“)= 香 0。, t 0 )X u +^-(s 0> t 0 )X o . 

按（％ M) € W 的任意性，我们有结论 


dh 

07 


_ XT - , 

^~ W Ku + ~ W ' Av> 
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这里，为了简化记法，已略去注明是点 （ S , *) 的记号. 
类似地，有 


dk 一 dh，x 工 | dh a 工 

现在，利用由 Ohristoffel 符号 A 给出的协变导数的表示式 
(见 § ^4,等式 (1)) 计算协变导数 ( dh / dt ) 和 ( D / St ) { dh / 

便可得到所述的等式.例如，在两个导数中的系数,给为 

5 a Ai , j-,i dhi dht . dhx 8 h a 

~d^dt +111 ^dT~dT +I ls, ~dT~dT 

,yni 3 h-^ , 厂 diiQ 

+ J ^ a H +i23 H 


工《的系数的等式也可用同样的方法证得,引理证毕. 

现在我们已能计算 i 在纟= 0的一阶导数，从而得到 
命题2设 [0, gx (-8, 是曲线《； [0, 的 


正常变分, 

并设 F(s) = ( M / dt ) ( Sj 0), s€ [0, Z] 是 A 的变分向量 

场，则 

"(0) = -J: 〈琳 F(*)>d», 

⑵ 

其中， 

A ( s ) = ( D / 8 s ) { dh / 8 s ){ s , 0). 


证明 

若*属 于引理 1 给出的区间 （-S, 8乂则 






利用引理3和引理4,得到 


/J)_ d]i 8h\ / J)_ 8h_ dh\ 

因为丨（抛 / e s )( s , o )|= i , 我们有 


这里的被积函数是在 0, 0) 计值的,这一点为简化记号已被略去. 
根据引理3, 
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土 / 生 dh\ 

~8s\ds , ~dt/ 

^ /B dh^ dh\ fdh 
^ Yds a/ {i ， 


D_3h_\ 

ds 8 t !' 


所以， 

Jo\a s ds > dt r> 

这是由于按变分是正常的事实， (dh/dt)(o f o) = (dh/dt)(i n)= 
o . 回忆一下 a ( s ) 与 r ( s ) 的定义，我们就可把最后的一个表达式 
写成如下形式 


聲 - J > W , 春. 


证毕. 

注1 向量 40) 称作曲线《的 加速度向量， 并且它的模长不 
是别的，正好是《的测地曲率的绝对值.我们看到， L '( o ) 仅仅依 
赖于变分向量场 r 00，•而与变分 a 本身无关.表达式 (2) 通常称为 
曲线《的弧长的第一变分公式. 

注2 A 为正常变分的条件，仅在证明的末了用来消除以下两 
项 ' 


因此，若 A 不是正常变分,我们会得到与等式 (2) 类似的公式，它还 
含有这些附加的边界项. 

命题2的一个有趣的结论是，可以把测地线作为“变分 问题” 
的解来描述,讲得更精确一些，即 

命题3设《: [ OJ ]— 《是正则参数曲线，其中的参数 [0, 
幻是《的弧长.则《为测地线的充要条 件是： 对《的任何正常的 
变分 [0, Q X (一 e , s )-> 夂有 77(0) =0. 

证明必要性是平凡的，因为测地线《的加速度向量 4( s ) = 
^ D / da ) (0«/0 s 〉 恒等于零,所以，对所有正常的变分, L f (0) -0. 
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现在假设 i'(0) =0对《的每个正常变分成立,并考虑向量场 
F(#) - f ( s ) A ( s ), 这里的 /: [0, t] — R 是满足 f ( s )> 0 , /(0)- 
/⑺=0的实可微函数， A ( s ) 是《的加速度向量.构造一个对应 
于 F(s) 的变分，我们就有 

L '( 0 )^-^< J ( S ) A ( S ), A ( s )} d s 

= -£/(«) |^( S )| 2 ds = 0. 

由于 /( s )|2( s )| 2 >0, 因此得到 

洲外)卜0. 

我们来证明上式可推出 2( s )=0, s €[0: I ].事实上，若 
( So ) 1^0, s 0 e (0, V ), 就存在区间 I =( S 0 -〜 So +8), 使得 
|2(3)|#0对》6了成立.选择 /( So )>0 的/,就有矛盾的结论 
/(So) M (So) 1=0. 因此， I 』( s 〉 卜 0 对 s e(0, 0 成立.再由连续 
性，就有所要的 2(0) =4④ =0. 

因为 a 的加速度向量现在恒等于零，所以《为测 地线. 证毕 • 
今后，我们将只考虑以弧长为参数的测地线7: [0, Q — 况的 
正常 变分； 也就是我们总假定 ^(0) = 0. 为了简化计算，我们将 
限于讨论正交 变分； 即我们将假定变分向量场 F ( S ) 满足条件 
< F ( s ), Y ( s )>- 0 , se [0, q . 为了研究函数 i 在0点一个邻域中 
的性质，我们来计算 i "(0). 

为此，我们需要一些阐明 Gauss 曲率与协变导数关系的引理. 
引理5设 Z : r 7— S 是正则曲面汉在点附近的一个参 
数表示，参数是％ 并设1是汉的 Gauss 曲率. 则有 

I l Xu -l 备八 A 

证明注意到协变导数是通 常的导数在切 平声中 的分量，我 
们就有(见§^3) 

^x^riiXu+ri^. 

对上式应用协变导数的公式 (§ 士戈等式 CO ), 我们得到 
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+{( r 1 2 1 ) 1)+ r ? 3 ， iw ! 1 } i , 

通过类似的计算,我们可验证 

cn 2 ) u +/1 2 n 1 +rL r? 2 }x u 

+ {(rL)«+r^ri 3 4-r? s rf 3 }x v . 

所以， 

Ir^={(^).-(mwL -avua 
+ {{ n x ) v -{ ri ^.+ n ^ n + n ^ 
- ri ^- n ^ yx ^. 

现在,利用由 Clirlstoffel 符号写出的曲率表达式 （§ 4-3, 等式 (5) 
和 (6a))， 就有结论 

X v yx v -^x u , x v )>x v }^E ： (x u Ax v )hx u . 

证毕. 

引理 6 设 [0 J]x( — 8 , 8 )4汉是可微映照， F(S, <), 
(s, t) e [0, J] X (-8, 8) 是沿 A 的可微向量场.那么， 

4 i F - if F =^^( fAf ) A ^ 

式中的 I( S , 幻是 S 在点^ i) 的曲率. 

证明设 X { u , D) 是汉在 Ms, 0邻近的坐标系，并设 
V (s, t ) =a(s ; t ) Z v + b ( s , t ) X v 
是 r(s, i) = F 在这个坐标系中的表达式.根据引理 2 ,有 

l v= '^ axu+bxv) 

Xu + b i Xv + % Xv + W Xt ' 


因此, 
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D D TT D D 7 丄 A ^ -P Y" 

W$ Vxa iW Xu+b 'W'^ X9 

.da D p 」抑 D ^ , da D -y 
+ 瓦 W Xv + -^- dt Xv + ~ di ~ d； Xu 

丄 db D ^ t d 2 a ^ r d 2 b ^ 

+ -di~d^ Xv+ -8wr Xa+ mi Xv - 

通过类似的计算，便得 (z»/ 决)(乃/执 ) f 的表示式，它可用交 
换上式中的 s 与# 的方法得出.由此得到 

H v_ H v==a (H Xu _H XuS ) 

+ b ( H Xv -蚤 ^ r Xv ). (3) 

为了计算 (D/ ㈨ (B/ds)X Uf 我们需要 A 在参数表示 X(M, 1J) 
中的表达式 

t), i)f 

并记 ^n(u f ^)=X u (Ai(s, 0^ h s (Sy t)) -^Xu, 

因为协变导数 CD/ 办) X u 是通常的导数 （d/ds)X u 在切平面上的 
投影,我们有 

妥叫去 x ^}r{ Xuu 警 +〜 H 
=-^{ X utt } r + 警 { X w } r 

dhx D -p- , dhs -D y 

= ^r . 

这里 ,r 表示向量到切平面上的 投影. 

用同一记号，可得 

D_ .D_ Xv = {A.(^h. D_ Xv + 

dt ds I \ 5s du ds dv /It 

d a h t D ^ , d 2 ^ D ^ 
^stFsd^ Xu+ 'Mid^ u 

dhi f dhi D D y- I ^ D y- ^ 
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, dha / dhj D D y | 袖 a D D \ 

类似地，我们得到 (D/ 决) (D/dt)x u> 它可用交换上式中 S 与 i 的方 
法得出.由此推出 

D B ^ D D Y dha dhi { D D Y D B 

^^ Xv ~^~m Xu ^~8r~dTVd^'dV J<u ~^^I Xu J 

dh“ D D Y D B 

义 u —~^ ~ d ^ v 

其中， 」 mi ). 

在最后一式中以代我们得到 
D D Y D D Y — a(D Dy D D „\ 
~ di ^ x ~~^~ dt x ^ a K ^' M Xv ~' M ~^ Xv )' 
把上面的表达式代入 (3), 并利用引理 5, 我们得到 

-F-- ^-V^ a AK{X u SX v ) A ;+ IAK (X tt AX c ) 
A X V ^K(AX U AX V )A (aX n +bX v ). 

另一方面，如在引理 4 的证明中所看到的， 


f = 警 1+ 誊 ；; 

因此， ^ A W^ AXuA ^ 

所以， ll F - il F ^< f A f ) AF - 


证毕. 

现在，我们已能计算 i "( o ). 

命题4设 y : [0, q 是以弧长[0, Q 为参数的测地 
线，丸 J]x(- S , 8 ) 4 S 是 7 的正常正交变分.设 F(S) = 
( dh / dt ) ( S) o) 是 a 的变分向量场.那么 

L " ⑼ ■ {: ( 11 r (*) 「- z 0) | r ( s ) j ” 办， 


⑷ 
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Cs4sj 


这里的 K ( s )^ K ( S> 0) 是汉在 7 ( s ) 0) 的 Gauss 曲率. 

证明如我们在命題2的证明中已看到的， 

/ D dh dh \ 
tj ( f \ ^ f * \ dt ' 8 s / , 

L Jo (dh 

对由引理 1 给出的区间（一 3, 8) 中的 i 值成立.对上式微分，可 
得 

/. A/Aa ^ 

( l \ dt\ds 0 t > ds /)\ ds 9 ds / d 

雄 7^. 1l\ — 

\ 8 & ’ ds / 


聲 J1 


(/ T > dh dh\\ a 

c>{{-drw'w)) dj 

Jo l 『—. 

现在注意，对于 i = o , \( dh / ds)( Sj 0)1=1. 而且， 
d (dh 8 h \ 
dTW ^ W / 

dh dh \,/ dh _ 8 h \ 

~ds ， ~dt/ \ds ， ~d8 If/- 

因为 y 是测地线，（2)/办）（抓/扮）-0对卜 0 成立，又因为变分是 
正交的，对卜0有 

由此可得 

式中的被积函数在 ( S , 0) 计值. - 

现在我们来把 (6) 式中的被积函数变换成更方便的形式.首 
先看到 

A/D dh eh \ 

■ sAmr / 

im A ^ l \ 

-\ aa / it / 
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dh\ / D D dh dh\ 
\W 百百 , ~8s /~\ds~dt^t , ~dsl 

+/AA 壘座 5 + | 互！ | a 
\ds dt ar ds / \ es dt I - 


另一方面，由于 y 是测地线，（1)/灸)（抓/决)（6 0)=0, 所以卜0 
时有 


d / D dh 
H \ dt~dt 


D _ 8 h _ dh \ 


i:i/ 且,利用引理 6 以及变分为正交的事实，我们得到(对 f =*0) 


/ D D dh dh \ / J D 8 h _ dh \ 
\dt ds dt ’ ~ dr /~\ W~dt a / 

—翊 〈_ iH 〉 


^- K \ V { b )\\ 
把上面的值代入等式 (5), 得到 


釋卜 J: (- 嘲 F(s)| 3 + H F(s)|> 

- (f f ， f 〉 ⑼ 0 〕 . 


最后，因为变分是正常的， ( dh / dt ) (0, t ) » ( dh / dt )( l , t )^ o , 
圯 （-3, 3). 从而 

"'⑼ F(s) 「 -幻 7 (8) j >. 


证毕. 

注 3 (4) 式称为 < y 弧长的第二变分公式.我们看到，它仅依 
赖于 A 的变分向量场，而与变分 A 本身无关.有时候，为方便起 
见,就用私 (0) 的记法来指明这种依赖关系. 

注穩把第二变分公式 (4) 作如下改写，常常是较有 用的： 
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L，) — £〈普 + 灯， V ) ds . (4a) 

注意到 r(0)=F®=0, 以及 

a，m)+( 

等式 (4 a ) 可由等式(句推得.这时， 

h 〉 h :〈 i +-, 十 

— j :〈 i + 灯冷. 

弧长的第二变分公式，是用来证明本节开头提到的 Borm 的 
定理关键性一步的工具.即我们现在已可证明 

定理 (Bonnet) 设完备曲面沒的 Gauss 曲率夏满足条件 

K>8>0, 

则 S 为紧致曲面，且 S 的直径 P 满足不等式 



证明因为汉是完备曲面，给定两点乳根据 Hopf- 
Binow 定理，存在汉中连接乳 ？ 的极小测地线％我们将证明， 
这条测地线的长度 z=d(2>, w 满足不等式 

k 7 T - 

用反证法，先假定 ZSjr / v / l ", 并考虑如下定义的测地线％ 
[0, 1 ]-^ 8 的变分.设柳是？%( 0) ⑻中满足如0, /⑼> = 0的单 
位向量，并设如 (s), *€ [0, i] 是叫沿 7 的平行 移动. 显然会有 
卜0)丨=1,且 <w( s )，y(s)>=0, s e [0, q. 考虑由下式定义的 
向量场 P(S) 

F 0)=^( s)sin 手8, s €[0, q . 

由于 r(o)=r(z)=o, 并且 < k ( s ), </(8)>*0,向量场 r(«) 便决 
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定了 7的一个正常的正交变分.根据命题4， 

对⑼ V ( s)\ a ~ K ( s )\ r ( s )\^ ds . 

因为 wfs ) 是平行向量场， 

l ^«=( f °° s T s >« - 

于是，因所以我们就有 

iy(0) -=£ oos 2 ^ s- _£■ sin 2 + s)cJs 

< Iof _ ( cos2 T s_sill2 f s ) & 

所以，就存在使1/'(0)<0的 7 的一个变分.然而，因为7是 
极小测地线，它的长度应小于或等于任何连接 A ?曲线的长度. 
于是，对7的所有变分，我们应有⑼=0,且 L "(0)>0 .因此 
我们就得出一个矛盾，这便证明了所述的 结论： 
l = d(pj q) <,<w/\/~8 . 

因为 d ( p } 对汉的任何两点均成立，所以 6 f 是有 

丼的，且它的直径进而，由于 <8完备且有界，所以 S 
是紧致曲面.证毕. 

注 5 如果我们看一下以注4中 （4 a ) 的形式给出的第二变 
分，就能更好地理解为什么要在上面的证明中选取 V ( s )^( s ) 
Bin ( x / l)s 作为变分向量场.因为 K >—/1 〜所以 

從( 0) —1+杳〜 8 -£([-菩 

现在就容易猜到，前面的 F ( s ) 便使最后一个被积函数 为零； 因此， 

Lv (0)<0. 

注6假定不能减弱为瓦 >0. 事实上，抛物面 

{(*, V, 2)€R 8 i2 = fl ： a +〆} 
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的 Gauss 曲率^>0,而且它是完备的，但并不紧致.注意，当点 
(*, 2/)GR s 与原点 （0, 0) 的距离变得任意大时，抛物面的曲率趋 
于零(参见下面的注 8). 

注7 Boimet 定理中给出的直#估计 loSi/v/y, 是最好的 
可能估计,这可用单位球面为例来 说明: ^=1,而 P = A 

注8上述定理的最初证明，是由 0. Bonnet 得到的， £< Sur 
qn^lques proprieies des lignes g6od4siqu.es/ 0. R. Ao. So. 
Paris XL (I860), 1331, 以及 “Note sur lfes lignes g^oddsiques/' 
ibid. XLI(1851), 32. 对该定理利用完备曲面来妇纳 i 可在上节 
所引的 Hopf-Ilinow 的一篇文章中找到.其实, >K ■有正下界的 
条件并不是必要的，只要它趋于零时不要太快就足够了.见 
E. Oa]abi，“On Riooi Curvature and Geodesies,” Duke Malih. J. 
34(1967), 667^676； 或者 R. SoImeidGr, ^Konvexe Flaohen 
mit langsam abnehmender Kriimmung，” Arohiy der Math. 
23(1972), 650 〜 654( 也可参见下面的习娌 2 ), 

习 睡 

1. Bonnet 定理的逆是否 成立; BP , 若汉 紧致,且直径/0<岭\/7,是否有5： 
><5? 

*2. ( Kazdan-Warnwr 的注. 参见 §卜10，习题 10) 设汉 ☆ 
2/) ^ R 3 } 是完备非紧致的正则曲面.证明 
lim (inf K(x } y))<0. 

8 . ». 不假定变分为正常，导出弧长的第 
一变分公式. 

b . 设汉是完备曲面.设 y ( s ), seR 是 
5上的测地线，并设岭)是 y ( s ) 到 
不在7轨迹上的点？€汉的距离 
d ( y ( a ), p ). 证明：存在点 s 0 € R , 使得 
d ( s 0 ) 对一切 s € K 成立，并且 
存在连接 P 和 r ( sa ) 的测地线它 
和 y 正交(图& *14). 



圈 5-14 
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C - 进一步假定汉同胚于平面，且 Gau 33 曲率 K < 0 . 

证明： (因此，尸)是唯一的. 

4. (变分法. ） 测地线是解变分问题的特殊情形.在这道习题中，我们将扼 
要地讨论一个虽然简单，却非常有代表意义的变分问题. 在下一 道习題 
中,将对这里提出的思想作出一些应用. 

设2/ == yO )， aeto , 是呷平面中的可微曲线，并设2/的一个变 
分由可微映照 * € (-6, s ) 给出.这里，0)=2/(3；)对一 
切: reOi ， 成立，而且! / Oi , y (. va , 0=!/(叼）对—切 

t €(-8, a ) 成立（即变分的端点是固定的).考虑积分 

1(*)- I "* 3 Fix, y ( x , 0, y'(x, t )) da : } t € (-8, e ), 

其中, 2^0, j /, 〆 ) 是三个变量的可微函数，且 〆 =%/私寻找 J ( i ) 的临 
界点的问題,就称作关于被积兩数 F 的变分问题. 

a . 假定曲线是 1(0 的临界点(即，时利用分 
部积分 法得到(2=以/由） 

= [I '' UK 〜-去今' 

然后,利用边界条件，有 

0=/(0) = J: 2 {< F,-J- F^dx, (•) 

这里的 (3 y / ao (*, 0). (函数7?对应于 2/(*, 0的变分向量 
场). 

b . 证 明：若 /(0) = 0对端点固定的一切变分（即对 （*) 中满足 
7 j ( a ^)-=0 的一切 7?) 都成立，则 

去 A,=0. (.») 


等式 （••） 称作关于被积函数 F 的变分问题的 Euler - Lagrange 方 

«. 

6. 证明 ：若丌 不显含变量即 F = F ( y ， t /), 这时 ，:对 WF 微分， 
并利用 (《), 则可得到 

y，JV — F = 常数. 

5. (:变 分法;一些 应用 .） 

a . (面积为#小的旋转面.〉设3是绕 * 轴旋转曲线 y =/(*), 

* i ] 得到的旋转面. 假设 在所有由连接(町，/(奶))和 (抑， /( 吻 )) 的曲 



§5-5 Jacobi 场和共轭点 [JS1] 

钱生成的旋转面中， s 具有最小面积.于是，对一切使端点 y ( M ), 
S/(ar 3 ) 固定的 y 的变分 y(a:, f), j/=/(a：) 使积分 

vVl+WVdx 

达 极小值 (参见 S 2-5, 习题 11). 根据习题4的 b, F(wyO=!/X 
VIW) T 满足 Euler-Lagrange 方程 (**). 利用习题4的 c 得到 
y'F y , 一 F — Vl+ y (y , )a — c ■常 数； 

因此， 

«/=Acosh(ca：+ci)； <!1=常数. 

结 论是： 如果存在以最小面积连接两个巳知平行圆周的正则 
旋转面,那么这个曲面是以这两已知圆周为纬线的悬链面. 
b. (旋转面的测地线 .） 设 

: K(m, v) = (/(«)cos u, /(«)sin u, gr(«)) 

是旋转面 S 的参数表示.设《=«0)是 S 的测地线方程，它既不是 
平行环，也不是子午线.这时, 《=«(«) 是弧长积分 CF=o) 
j\ZE{uy+&dv, M ( = ^. 

的临界点.因为五=尸， G=(/') a +(p') a , 我们看到，这个变分问 B 
的 Euler-Lagrange 方程是 

Fu 一去 Fu,a0 , ^N//v) a +(/ ， )w) 3 . 

注意, F 不依赖于 《. 从而, （dA?tOF M ' =0,且 

常数 ■"■ Fu , "° vr < y ) 2 +(^) 3 +( y) a . 

由此得到下列的测地线 《=«(«) 的方程(参见§ 例 5): 

JS-S Jacobi 场和共轭点 

在这一节，我们将探讨用以证明 Bormet 定理的变分技巧的 
某些细节. 

我们感兴趣的，是获得有关给定测地线7邻近测地线的行为 
的倌息.自然 的做法 是去考察满足进一步条件的7的种种变分， 
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即使变分曲线本身也是测地线.这种变分的变分向量场，就给出 
了测地线在7邻近分布得疏密程度的概念. 

为了使叙述变得简单，假定曲面是完备的.然而，作进一步研 
究的话，这一假定可以去掉.记号7: [0, Z ]— S 总表竽完备曲面 
汉上以弧长为参数的测地线. 

定义1设7: [0, — S 是汉上的参数测地线，并设 [0, 
P X (― S , S ) ->汉是7的变分，使得对每个拓 （一 S , «)，曲线 
h t (s) = h(s, f), sG [0, Q 也是参数测地线(但并不一定以弧长为参 
数).变分向量场 {.dh/di) ( S) 0) 0) 称作沿 7 的 Jacobi 场. 

Jacobi 场的平凡例子，可由测地线 7 的切向量场 7 '(s), 
se [o, q 给出.事实上，取 *)-y(s+0, 我们有 

外)=~(〜0)=普. 

我们特别感兴趣的，是研究7: [ A 〖:] — s 邻近，也从 7(0) 出 
发的测地线的行为.于是，我们将考虑满足条件 A (0, *)=7(0), 
i€ (-8, 8 )的这种变分 A: [0, Z]x(- 8 , 8 X 因此，对应的 



在给出一个非平凡的 Jacobi 场例子以前，我们来证明，这种 
场可用解析条件来描述， 

命题 1 .设 /(«) 是沿 7 : [0, Q K [0, Z ] 的 Jaoobi 场. 
则 J 满足所谓的 Jacobi 方程 
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[ 353 ] 


J( S ) + K(s)(y'( s ) A/( S )) A/( 4 ) =o, (1) 

这里的瓦 (s) 是汉在 <y(s) 处的 Gauss 曲率， 

证明根据 /(s) 的定义，存在7的变分 
h. [0, V] x (—8, s、-^S 

使得 (0h/dt) (S, 0) =/(S), 且 ht(s) 对一切 <€(-8, «) 都是测地 
线.由此可知 (i>/ 衂 （0V 衂 (sj)=0. 所以， 

m(L 0 , CM)€[0,l]x(-a, *). 

另一方面,利用§ 54的引浬6,我们有 
I) D dh _ D D dh 
~dt~ds~ds —" 8s~dt~ds 

+ r 、 U )( f A f ) A §=。. 

由于 (D/at)(d^ ^j = (-D/Ss) (dk/dt), 対 卜 o, 我们就得出 
H J(s)+K( s ) (Y(s) 八 /GO) 八 /(*〉 - o. 

证毕. 

为了能从命题 i 推出一些结果，先把 Jacobi 方程 (1) 写成更 
熟悉的形式.为此，设办⑼和办(0)是切平面 T y ( 0 ) ( S ) 中的单位正 
交向量，并设 & («) 和 e a (s) 分别是〜⑼和 办 (0) 沿 7 (s) 的平行移 

动. 


假定 / (s) = ffli (s) «i (s) + a z (s) e 2 (s), 

这 里的〜 ( s ), 免 ( s ) 是某些函数.送时，利用上节的引理2,并为 
简化记号略去 s , 我们得到 

-^-/= ai 6 i +02« a , 

J ~ o " ei + flaCa . 

另一方面，如果我们记 

(YA J ) M ' =■ Mt + Mi * 
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就有 人 tei+JlaCs- 5 ( ■/八 （a：iei+c5j« a )) 八</ 

= 0i(y A ei) /+ a s A e a ) 八 y. 

昕以，若令 《/A e,) 八 7 ', e y >-^ i, j-1, 2, 我们得到 

Xi~ + aaOji, 入 a 篇 

由此可知，方程 (l) 可写作 

a'l + K (aiiai + 06ai«a) =0, 

a^+ K (axaOt + otaa^a) = 0, (la) 

式中出现的一切元素都是*的函数.注意， （la) 是线性二阶微分 
方程组.这种方程组的解 04), a a (s)) 对所有的 s€ [0, 

G 均有定义，并构成一个向量空间.而且， （la) (或⑴）的解 /(s) 
完全由初始条件/(0), CDJ7&) ⑼决定，因而解空间的维数是 
2X2 = 4 

我们能 证明： 沿测地线7: [0, Q — 汉满足方程 (1) 的每一个 
向量场 /(S), 事实上是 Jacobi 场.由于我们仅对满足条件 7(0) 
-0 的 Jacobi 场感兴趣，所以我们将仅对这一特殊情形来证明该 
命题. 

我们将采用下面的记法.设 T t (8), 峽8是 S 在 p 点的切 
平面，用(巧⑼)。表示看作 R 3 中一张曲面的⑻在《处的切 
空间. 因为， :T，(S)—S, 
所以 

d(exp p ) v; (T v m v — 

( S '). 

我们还频繁地使用有些混淆的 
如下记法 :若％ 则 

切还表示由 w 出发，经平移向 
量® 后所得的 C^OS))^ 中的 
向量（见图 5-16). 这也等价 
于用平移向量《的方法，把空 
间! T, (幻与(^，(的入相箄合, 



P »-!• 
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引理 1 设？取 ％ ，使 M = l , 设 ％ [0, Q 

―汉是沒上由下式给出的测地线 

7 (s)==exp„(sa>), sG [0, q. 

那么，由 J ( s ) = s(d exp P ),„( w ), s € [0, T ], 

给出的沿 7 的向量场 / ( s ) 是 Jacobi 场.而且，/⑼= 0, ( DJ / 
ds ) (0) = w , 

证明设 f t £ (— s , 8) 是 Tf (8) 中满足 v ⑼ 一 I 

(血/出)⑼^切的参数曲线.（注意，如上所述，我们已在混淆含 
意不同的记号了. ） 定义(见图 5-17) 

h ( s , 0 = exp ,,( sv (0), (- s / s ), s € [0, V ] 



图 S -17 


映照 & 显然是可微的，并且，曲线 s- ►心 (S)=fe(S, f) 全是测 
地线 s — exp P (s , u ( t )). 因此， A 的变分向量场是沿7的 Jacobi 

场. 

为了汁算变分向量场(抓/況)（~ 0), 我们看到， r p (fif) 中的曲 
线《=8。，《 = 4由 * — 帥⑷给出，并且这条曲线在* = 0点的切向 

翬是 

* o -^-(0)-« oW , 
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由此可知， -^( s , 0) = (d exp „) (sw) =s(d exp „) , v (w) t 

因此,向量场 /(«) *»s(dexp p ),„0) 是 Jacobi 场 ./ ⑼ =0 是立即 
可得的.为了验证这引理的最后一个结论，我们来计算上式的协 
变导数(参见 §5-4, 引理2)，得到 

去 s(dexp f ) lv (w) = (dexp P ) tv (w) +s-^-(dexp„) Sv (w), 

因而 ，在 s ~0 时 

(0) = (d exp P ) 0 (w) =u>. 

证毕. 

命题 2 设 /( s) 是沿％: [0, 幻― *S', [0, 幻的可微向量 

场，它满足 Jacobi 方程 (1), 且/(0) =0 ,则 /( s) 是沿亨的 Jacobi 

场. 

证明设 w=(DJ7rf s ) ⑻，且 v = 7 '⑼.根据引理1,存在 
Jacobi 场 s(d exp„),„(«；) = J(s), s€ [0, 〖: L 它满足 

•7 ⑼ =0, (譽 )(0)= 忉. 

这时,/与7就是满足方程组 （1), 且满足同样初始条件的两个向 
量场. 根据唯一性〆 (s)=J( S ), sGLO, 2]； 因此,/是 Jacobi 场. 
证毕. 

现在, 我们已能给出非 平凡的 Jaoott 场的例子. 

例设沪 = {(*, % s )€ R 3 ; P +2/ 2 +2 a = l } 是单位球面， 
现 炉)是在点附近，由余纬度0和经度炉给出的参数表示 
(见§ 2 - 2 ,例 1). 考察在平行环0 =沉/ 2 上 ，艸 = sr /2 和灼= 3兀/2 
之间的一 段弧. 这段弧是测地线7,我们假定以 P —种 = s 为参数 
把它表示 出来. 设 w ( s ) 是满足⑼卜1和 < w (0), y (0)> = 0 
的向量 切 ⑼ S ，沿 7 的平行移动.我们来 证明； 向量场 

(见图 5-18) 

J(i) - (sin 8)^(8), s€ [0, xj, 

是沿7的 Jacobi 场. 
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事实上:因为/(0)-0,所以只要验证 J 满足方程 （1) .利用 
■ T -1 和 W 是平行向量场的事 
实,我们相继得到 

(cos s)w(g) , 

八物 ’ 

=-(-sin s)«i(s) 

图 S-18 球 面上的 Jacobi 场 + (sins) w(s) =0, 

这就说明 J 是 Jacobi 场.注意,这时还有 0, 

定义 2 设％ [0, 幻― S 是沒上满足 <y(0)=p 的测地线.设 
点？ = 7(« o ), » o € [0,1]. 如果存在不恒等于零的沿 7 的 Jacobi 场 
•7( s ), 使得 •/(<)) = J ( So ) = 0,就称点？关于测地线与 P 共轭. 

在上例中我们已看到，给出单位球面妒上的一点》€沪，它 
的对径点沿从少出发的任何测地线,都是与少共轭的.但是,球面 
的例子并不具有典型性.一般说来,在曲面汉上给定一点 A 它的 
“第一个〃共轭点？，是随经过 P 的测地线的方向改变而变化的，因 
而描出一条参数曲线.这种曲线的轨迹，称作 P 的共 轭轨迹 ，并记 
作吻). 

图 5-19 以椭球面为例说明了这种情 
况，它具有典型意义.由 P 出发的这些测 
地线是以如下的方式与 0( p ) 相切的 ：当？ 

邻近的测地线¥趋近于7时，7与7的交 
点就趋近于 P 关于7的共轭点？.这一情 
形用经典的术语曾表 示为： 共轭点是两条 
“无限接近的”测地线的交点. 

注1在球面护中，每一点: p € 炉的 
共轭轨迹退化为单独一点 （少的 对径点)，图 s — 19 捕球麵共職迹 
这 个事实是例外情况，实际上可以证明，球面是仅 有的这种曲面 
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(参见 L‘ Green, <( AufwiederseIienflao]ie, " Ann. Math. 78 

(1963), 289 〜 300). 

注 2 —般椭球面的共轭轨迹，已由 A. Braunmuhl 确定， 
<c Geodatisohe Linien auf dreiachsigen Flachen zweiten Grades,” 
Math. Ann. 20 (1882), 557 〜 586. 也可比较 H. Mangold^ 
“GteodSiisohe Linien auf positiv gekrummten Flaohen,^Orelles 
Journ. 91(1881), 23 〜 52. 

沿 7: [0, i]— 权的 Jacobi 场 / 有一个有用的性 质:当 ^(0)- 
J(0_0 时，对一切 <[0, !] 有 

<j (s), y (s)>==o. 

事实上，这是下列 Jacobi 场性质的推论 . 

命睡 8 设 JxO) 和 J 2 (s) 是沿 [0, Z] 吒 [0, Z] 的 
Jaoolji 场.则 

〈誓灿 ) 〉如 , D 娘 

证明只要对所述等式的左端微分，并利用命题 1( 为方便起 
见，已略去 S) •• 

去 {〈I 场)〉 - d >} 

I / DJ 1 DJ a \_ / DJ i DJ a \ 

\ ds 1 ds / \ ds ’ ds 1 

— K^YAJdAY, J s >-<(7'j\J 2 ) AY, 


证毕. 

命题 4 设沿％ [0, f ] — S - 的 Jacobi 场 /( s ) 满足 
<J_(Si), y(Si)> = </(s a ), y(s 2 )> = 0. Si, Sfl€ [0, ?], Si^Sj. 

则对一切 s€[0, Z], 都有 

证明在上一命题中，取 AOO - J ( s ), J a (s) =/(s) (它也是 
Jaqobi 场)，我们得到 
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〈导 V (+ 常数 

因此， 4 <Jr(S) , y(s)> = (^ 7'( s )〉= 4 

所以 </( s ), Y ( s ) y = A s + B , 

这里的 s 是常数.因为线性表达式 is +刀 对 [0 ^], Sl ^ S , 
是零,所以它就恒等于零. 

推论设/ ( S ) 是沿 7 : [0, Q 的 Jacobi 场，满足条件 
/(0)，■/④ -0 .则 < j ( S ), yo )>= o , < [0,;]. 

现在,我们来说明，共轭点可用指数映照的行为来描述.回忆 
一下，当是正则曲面氏到正则曲面 A 的可微映照时， 
点私称作的临界点，如果线性映照 

却,: r 卿- >2^)( ⑹ 

是奇异的，也就是,存在< T 獨, ^¥=0,使得却» =0. 

命睡5 设3>, 是 S 上的两点，并设 7 : [0, Z ]— 汉是连 

接 P =7(0), ^ = ex Pl ) ( Zy (0)) 的测地线.则？为 p 关于？的共轭 
点的充要条件是 w = Zy ⑼为 exp P； S 的临界点. 

证明在引理1 中已看到，对每个(已将它与 
( T f ( S )) v 相重合)，有沿 7 的 Jacobi 场 J(«), 它满足 
J ( 0 ) = 0 ^ 

:⑻， 

并且 J ( l )^ l {{ de ^ Mw )}. 

若 KAOS ) 是 ex Pp 的临界点，就存在犯 e ( r P 0S0；u ^ o , 
使得 ( dexpJ / w ^ O . 这蕴涵上面的向量场 /( s ) 不恒等于零，并 
满足 JX0 ) =/(0=0；也就是说 ，7 0) 关于7与 7 ⑼共轭. 

反过来，若 P7 < i ) 关于7 与共辄,就存 f 满足 7 ( 0 ) 
= 7 ( 0 = 0 , 且不恒等于零的 Jacobi 场 J ( s ). 记 CD ； 7 / ds )( 0 )- 
w ^ O . 如上，用 w 构造一个 Jacobi 场 /(«), 根据唯一性，我们就 
有 J («) *=/(«). 由于 

/(I)-HCdexp,)„(«;)} = J(0-0, 
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我们就有 (dexp^^O, 的结论.所以 w 是 e X p p 的临界 

点.证毕. 

Jacobi 场的方程 (1) 含有汉的 Gauss 曲率 Z 这件事说明，由 
鼠 出发的测地线的“散布”情况，与 /S 上的曲率分布是紧密 
相关的(参见§4~6,注 2). 大家知道，由点史€占出发的两条相邻 
的测地线，最初是相分离的.在球面或椭球面的情形(1>3>0), 
它们又相互接近，并分别与共辄轨迹 0(?)) 相切.在平面的情形， 
它们就再也不靠近.下面的定理说明,平面情形的“无穷小说法”, 
在负曲率或零曲率曲面上，同样要发生(见本定理证明后面的注 
3). 

定理假定曲面汉的 Gauss 曲率亙满足条件亙<0.则对 
每一点 A P 的共轭轨迹是空集.简言之，曲率 K0 的曲面 
没有共轭点. 

证明设托&且设 7 : [0, 汉是 S 中满足的 
测地线.假定有满足 /(0)=/G)=0, 且不恒等于零的 Jaoobi 场 
V0), 我们将证明这会导出矛盾. 

事实上，因为 /(s) 是 Jacobi 场，且 J(0) =/(!) =0,裉据命題 
4的推论,我们就有 </(s), y(s)> = 0, s€ [0, Z]. 所以， 


最后一式是由于 《0. 
由此可知 



/ D DJ_ 

\ ds ds 




>0 


所以，函数 <zx//cfe, />在区间 [0, 〖]上不递减.但因为这函数在 
s = 0 和 s 时为零，所以我们推得 

J(s))^0, s€[0, U. 


最后,注童到 
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我们就有 |/| a - 常数.由于 /(0)=0, 所以 |J(s) 卜 0 对一切 
[0, Q 成立; 也就是说,/在 [0, f] 中恒等于零.这是一个矛盾. 
证毕. 

注 3 这条定理并没有说从已知点出发的两条测地线一定不 
再相交.实际上，这是不对的，这可用曲率为零的柱面 i 的闭潰I地 
线来说明.即使我们只考虑从已知点沿“邻近方向”出发的_地 
线，这种说法仍然不成立.这只要考察柱面的一条子午线就足够 
了，我们看到，其方向与该子午线的方向邻近的那些螺旋线，与这 
条子午线是重新相交的.命题所叙述的是这么一 回事: 当两条“邻 
近的”测地线相互趋近时，它们的交点趋于“无穷远处”(柱面 :上发 
生的正是这种情況).利用经典的术语,我们可 以说: 两条“无限接 
近的”测地线决不再相交.就这种意义上说,本定理是平面上情况 
的无穷小说法. 

下面的推论是命题5,上面的定理以及反函数定理的直接结 

果. 

推论假定汶的 Gauss 曲率 _ g ：<0. 则对每一点見映照 
exp p : T f ( S )^8 

是局部微分同胚. 

以后我们要用到下面的引理,它推广了如下的事 实:在 P 点的 
法邻域中，测地圆与径向测地线正交(见§ 的命题3和注 1) 

引理 2(G a uss) 设批《是（完备）曲面《上的一点，并设 
⑻）“，那么 

< u } w >=<( dexp ,)„( ii ), ( dexp f ) a ( w )>, 

这里，我们已利用了重合 T 9 { 8 )» (%⑼） 

证明设卜|«|，并设 [0, Z ]— 是 S 上由 

r(s)-exp,,(sD), [0, i], 

给出的测地线.这时 ,7'(0)=i >. 而且，如果考虑中的曲线 
s — % 它 在*" •〖时经过 化并以 《为 切向量(见图 M0), 我们得到 
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7 ， ( J ) = ^( e 3 rp » sv ) 


匕- ( d —从 



现在考虑由/(0) 
-0, ( DJ / ds ) (0) - w 
给出的沿7的 Jaoobi 
场 J •(参见引理 1) .这 
时，由于 7(s) 为测地 
线， 

|-< y ( s ), j (*)> 

- 《’( s )> 誓〉， 


并且/因为/是 Jacobi 场，所以 


由此可知， 

— <7 ， ( s ), J 0)> =〈7'( s )， 常数 (2) 
因此（由于 /( o )= o ), 

< 7 " s ), j(s)y-o s . (3) 

为了确定常数在等式 (3) 中令 S 等于 I. 根据引理1, 

J ( 1 ) = K < 2 ex P »>)«(«»). 

所以，07 = </(0, J ( J )> = <( dexp P ) M ( v )„ J ( dexpp )„(«;)>. 
由等式 (2), 我们得到 

( y r ( D , -ff(0 〉 = 〈 7'(0), 誉 (0)〉"_ ◊，介 

利用所得的0值，从上面的表达式可得 

w>-<(<2exp p ) w («), (<fexp p ) B (w)> 

证毕. 


习 麵 


1， * .设 y: [0, G— 5是曲面5上以弧长为参数的测地线，并设 /(*) 是沿 
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>/的 Jacobi 场，满足 J(0)=0,〈J'(0)， r X0))=0. 证明 <J(s),r， 
0 >>=o 对一切 s e [0, Q 成立. 
b- 进一步假定 |J'C0)|=1. 

行移动，从而得到所有 T ^ iS ), s€[0,2] 上的标准正交基 { Sl ( S ), 
«s0)}. 根据 a, 存在函数 w = M ( s )， 使 /( s )= M (s)e 3 (s). 证明： ■/ ■的 
Jacobi 方程可写作 


m"(s)+ZOMs)~0, 

初始条件是《(0)=0, m '(0)=1 

2. 证明: 抛物面 z = d+!/ s 上的点 p = (0, 0, 0)，没有关于满足 y(0)-p 的 
测地线 7(0 的共轭点. 

3. (比较定理)设汉与 S 是完备曲面.设 p € & ? € S, 并选取线性等距对 
应 y ? (S). 设7: [0, ⑵)—5是汐上满足 y(0)=p, 1/(0) I 
=1的测地线，并设 J(s) 是沿7的 Jacobi 场，满足/(0)=0, <J'(0), 
y(0)>=0, |/-(0)|=1. 利用线性等距对应 i, 作满足7(0)-?,史(0)= 
i(y(0)〉 的 测地线 [ 0, oo)—S, 和满足 7(0) =0, P(0)=i(/'(0)]> 的 
沿歹的 Jacobi 场 J ■(图 5-21). 下面我们要叙述两条定理(本质上说，它 
们是经典的 Sturn 比较定理的几何解释),有了这两条定理,我们能从对 
汉和 5的曲率“比较的假定条件”出发，对 Jacobi 场 J 和 <7进行比较. 
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a •利用习题 1 证明： J(s)=v(s)e 2 (s), J(s)=«(s)r 3 (s),S 甲 .为 u = m ( s \ 
«=< S ) 是可微函数，并且 O(s) (或 ? 3 (s)) 是尸 (0)( 或 J，(0)) 沿 r 
(或 7) 的平行移动. 证明: J 和的 Ja<»bi 方程分别是 
v ,, (s>+Z(s)«(s)=0, «(0)=0, ^(0> = 1, 
«"O)+^( s )»( s )=0, m (0)=0, « ( (0)=1, 

式中的 S： 和犮表示 S 和 S 的 Gauss 曲率. 

*b. 假定 K( s )<?( s )， s e[o, «»). 证明： 

0=£ {m(v"+2Tv) -v{u" + Ku)}ds 
= [_uv' - W!< 1 ] o + J o (S - mds. (*) 

推出如下结论：如果 a 是 《 在 （0, oo) 中的第一个零点（即 M ( a ) = 
0,而在 (0，a) 中 m ( s ) >0), &是 v 在(0, °°)中的第一个零点，则 b>a. 
于是，若对一切 S, E(s)<ecs), 那么， p 关于 y 的第一个共轭点，不 
会早于？关于歹的第一个共轭点而出现.这叫第一比较定 
•C . 假定 EOXg^s)，s € [0, ct). 利用 （*) 或和 m ，v 在〈0, a) 中为正的事 
'实推出利用这个不等式 证明： 《( s )> m ( s ) 对一切 
se(0,a) 成立.从而，若对 宁的第 一个共扼点以前的一切 s ，有 
K( s )<g(s), 则对所有这种 s, 成立1 J(s) |>P(s>|. 这叫第二比较 
定理（当然，它以第一比较定理作为特例；我们把第一种情形分离出 
来,是因为它比较容易，而且也因为它是我们用得更多的一个). 
d. 证明： 0 中的等式 vO)=M(s) 对一切 s€[0, 沁成立的充要条件是 
S：(s)=^(s), s6 [0,a). 

4 . 设 S 是 Gaus 3 曲率咒 <X„ .的完备曲面，这里的X。是个正常数.把5 
与曲率是 2 。的球面^(瓦*)作比较(也就是，令习题 3 中的3 =炉(2 0 ), 
并利用习题3, &中的第一比较定理)， 推出： 沒上的任何测地线 y: [0, 
oo)->^r, 在区间 (0, ^/VT 0 ) 中没有点与 y(o) 共轭. 

5. 设完备曲面 S 的 Qaiwa 曲率 jS ： 满足这里的瓦 1 是常数 •证 
明: 毎一条测地线在区间 (0, or/\/Ei] 中有点与 7 (0)共 
轭 . 

•6. (Sturm 振荡定理. ） 第一比较定理(习题 3,b) 的下列细小的推广，时常 
是有 用的. 设汉是完备曲面,於[0, •«)■> 汉是汉 中的测地线.设 ^0) 
是满足 J(0) = JO 0 )=0, s 0 S (0，和 /( s) + 0, s€ (0, S,) 的沿 r 的 
Jacobi 场.从而， JO) 是法向量场(命题4的推论).因此可得^» 
v(s)« a (>), 这里的 《C S ) 是 
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[3«S] 


v"(s) +E(s)v{s) =0, s 6 [0^ <=o) 

的解，而 h(s) 是 2’_(S.> 中与 y' ⑼正交的单你向量的平行移动.假定 
沒的 Gauss 曲率 Z( S ) 满足 K( S )<L( S ), 其中， L 是 [0, 如) 上的可微函 
数.证明 :方程 

m h ( s )4-L( s ) u ( s )=0, s€[0, o°) 

的任何解,在区间 (o, s。] 中 有零点 （即存在 S1 e (0,〜]，使得 《( Sl )=o). 
7- (共轭点的 Kneser 判別准则〉设 S 是完备曲面，片设 r: [0,-0— 汉是 
5上满足 y(0)=p 的测地线.设 Z ⑺是5沿7的 GauM 曲率.假定 
积分 


JT K ^ fh< 4 (tTi) ~ 对一切 t>0 (*〉 

收敛,并有所指出的界. 
a- 定义 

w(i)=| ( g(s)tfe+ 4 、上丄) > *>0, 

并证明： + 

b. 对 t>0, 令 «/(0 + («，（f)) 3 = —乙 (0( 所以 i(0<^(t)) 并定义 

w(f)=exp(J:v：(s)is)， t>0 t 

证明： v"(t)+L{0<0=0, <0) = 1, t)'(0)=0. 

c. 注意到 <S)>0, 并利用 Sturm 振荡定理（习题 6 〉 证明：不存在满 

足 /(0) =0,且 /(s 0 ) =0, s 0 6 (0, °°)的沿 y(s) 的 Jacobi 场 J(s). 
从而，如果00式成立，沿 y 就没有点与 p 共轭. * 

*8. 设 y: [<U]-> s 是完备曲面汉上的测地线，并假定沖)与 r(o) 不共轭. 
设 w。e 2WS )， w^TJS). 证明：存在唯一的沿 y 的 Jacobi 场 
/(«), 使得 j ( o)=i m=wt. 

9•设 /(S〉 是沿测地线 r_. [0J]— 5的 Jacobi 场，使榑 <J(0), /(0)> = 0, 
且 ^(0)=0. 明： (7(s), y(s)> = 0 对一切 S € [0, Q 成立. 

§5-6 覆盖 空间; Hadamard 定理 

在前面一节里,我们 看到: 如果一个完备曲面 S 的曲率 F 满 
足条件1<0,那么映照 exp ,: T ,{ 8 X : pG &是一个局部微分 
同胚. 自然地要 问何时 这个局部微分同胚是一个整体微分同胚. 
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把这一问题置于更一般的背景之中来提将是适宜的，这需要覆盖 

空间的概念. 

A. 覆盖空间 

定义1设 B 和 J 5 是 F5 3 的子集.我 们称巧 S —B 为覆盖 
映照，如果 

1. 5T 是连续映照且兀(5)=私 

2. 每一点沪€_8有5中的一个邻域 17( 称为 p 的特定邻域)， 

使得 

^(U) Va , 

其中 r a 是两两不相交的开集，而 a 在每一 上的限制是 r a 到 
上的同胚. 

这时,5称为5的覆盖空间. 

例1设 PcR 3 是 R 3 的一张平面.取定一点办 GJ 5 以及以 
办为起点的两个正交单位向量〜 &GP, 于是每一点？ GP 可以 
用由 

g—qo=uei+ve 2 . 

决定的坐标刻划 ： （ WJ ) =?• 现在设 y, z)£ns * s + y a - 
1} 是以!!轴为轴的直圆柱面， A *? — S 是如下定义的映照 
tc{u, v) = (cosu, sinw, -w) 

(这个映照的几何意义是把平面尸无限多次地包绕在柱面 S 上; 
见图 5-22). 
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我们将证明 m 是覆盖映照.我们首先观 察到： 当 (《〜 Vo)eP 
时，限制于带形 

•R={(M, v ) 6P ； 3I7<M<Mo + w} 

的映照 W 完全覆盖叉实际上， T 限制于五的内部是 S 的一个参 
数表示，它的坐标邻域覆盖去掉一条母线的叉由此导出 m 是连 
续的(实际上是可微的)映照，而且 沉 ( PX 于是证实了条件1, 
为了证实条件2,设& U = S - r , 这里 r 是在通过的母 
线对面的母线.我们将证明 U 垦 p 的特定邻域. 

设（《0, 0) 0 ) € P 使得 Vo)=P, 取带形为 
V n ={( u } v ) G P ; Uo + (2 n — l ) ac < u < Uo -{- (2 n + l )^ r }, 
n = 0, ±1 , 土 2 , •••• 

可直接证明，若则匕门匕：②以及.而 

且,由最初的观察还可知道，限制于任何一个上的亦是到?7上 
的同胚.因此17是 P 的一个特定邻域.这就证明了条件2,因而 
平面 P 是柱面汉的一个覆盖空间. 

例2设丑是螺旋线 

H = {( a ;, y , z ) 6 ^ 3 ; cc ^ cost , y = sint , z = bt , 

并设 y , o ) e k 3 ； x 2 + y 2 = i } 

是单位圆. 3 T : 丑^以如下定义 

w ( x , y , e ) = ( x , y , 0). 

我们来证明 w 是覆盖映照(见图 5-23). 

显然 m 是连续的且 t (丑 ）=&. 这证实条 

件 1. 

为证实条件2,设 P 6/ S 1 . 我们将证明以= 

S ^- iq }, 这里？ G 妒是 P 的对称点，是 P 的一 
个特定邻域.事实上，设 R 使得 
jr(cosi!o, sin t 0 , ito) =p. 

我们取螺旋线上对应于区间 

(J, 0 + (2w —1 )ot, ^o+ (2 m+1)ot)c;R, «==0_, ±1, ±2, ••- 
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的弧为 r„ ，于是容易证明 ^\ u ) - u „ f „； 而且这些 r„ 是两两不 
相交的，兀限制于是到 {/1 的同胚.这证实了条件2,从而 
断定本例正确. 

现在设 a s—i? 是一个覆盖映照，由于兀(苕）=尽对每一点 
pgS , 总有某个 P e £使得 p ^~ Kp ). 于是,存在？的一个邻域 
使得亦限制于是一个同胚.由此可知 亦是一 个局部同胚. 
然而下面的例子说明，存在不是覆盖映照的局部同胚. 

在举出这种例子之前应该注意到，若 y 是 y 的一个特定邻域, 
那么: P 的任一满足疗 cU 的邻域 疗也是 35的一个特定邻域.因 
为 兀 ]( 口) C u 而 h 是两两不相交的，我们有 

ov~KU)^\JW a> 

这里集合 w a ^{ U ) 仍然满足定义1中的不相交性条件 2. 
由于这个事实,在处理特定邻域时，我们可限于讨论那些“小”的邻 

威. 

例3在例2中考察螺旋线丑上对应于区间 o, 4冗)0：矜的 
—段弧犮.显然， m 在螺旋线的这段开弧上的限制 A 仍是-•个 
局部同胚，而且然而，对于点 

sf(cos sin 3^^ bZui) = (― 1, 0 ， 0) ^p^.8 1 , 


p 的任何邻域都不是特定邻域.事实上，取?7充分小就有 

ur a , 这里 R 是螺旋线上对应于坧（％ 兀 +e) 的弧, F a 是对 
应于 i€(35^-6, 加+ 6 )的弧.但 G 限制于不是到 U 上的同胚, 
因为5(厂0甚至不包含卩点.由此导出 A 直是一个到沪上 
的局部同胚,但不是覆盖映照. 

现在我们可以用下面更一般的形式来重新叙述在本章开始时 
提出的 问题: 在什么条件下局部微分同胚是整体微分同胚？ 

覆盖空间的概念使我们可以将这个问题分开为下面的两个问 
题： 

1- 在什么条件下局部同胚是覆盖映照7 
2. 在什么条件下覆盖映照是整体同胚 ？ 
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下面的命题是对问题1的一个简单回答. 

命题1设巧 s 是局部同胚，否紧致且 s 连通，则 t 是覆 
盖映照. 

证明_由于 ® 是局部同胚，沉(苫)匚5是 b 中开集. 

更进一步，由于邱的连续性, jtCS ) 是紧致的，因此是5中的闭集. 
由于是连通集5中的既开又闭的集， 沉 ( SX 于是 
定义1中的条件1得证. 

为证实条件2,设那么 苫 必是有限集.否则 
^( b ) 将有一极限点^瓦而这与％苫 — 5 是局部同胚的事实 
矛盾.于是可记 ST -1 (6) = { il , *••, ? fc }. 

设恥是 匕 i = l , 1 c } 的邻域，使得沉在％上的限制是 
同胚 ( W 是局部同胚). 由于! ^4(6) 是有限的，因此可以将这些 
选得充分小,使得它们两两不相交.显然存在6的一个邻域 i /， 使 
得？ 7 c 门 (^( FO ) (见图 5-24). 

令我们就有 
^ 1 (C/)=UF 0 

i 

而且这些 R 是两两不相交的 .a 
在 R 上的限制明显地是到 f 7 上 
的同胚.由此可见， U 是 P 的一 
个特定邻域.这就证实了条件2 
并完成证明. 

当5不是紧致时，几乎没有 
什么有用的法则能断定一个局部 
同胚是否为覆盖映照.一个特殊的场合将在后面处理.为处理问 
题2和这一特殊场合，我们需要回到覆盖空间. 

覆盖映照的最重要的性质是能够将5中的连续曲线“提升” 
到5中.为更精确化起见,我们引入下面的术语. 

设5〔矜 3 .回忆一下连续映照 a : [ OJ ] [0,【] C ； R , 称 

为 B 中的一条弧(见第五章的附录，定义 8). 现在，设 S 和 B 是 
R 1 * 的子集.设兀 :■§ —及 是连续映照， <*: [< U ] — 5是刀中的一 
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条弧.如果存在 S 中的一条孤 

a : [0，良 

g 使得 冗。 h ， 那么 S 被称为是 a 以 . a (0) 

I 为起点的提升.这种情况可用下面的图来描 

[ 0 , l]^L _写 

■ 使用上面的术语，下面的存在性和唯 

一性命题表达了覆盖空间的一个基本性质. 

命题2设 — B 是覆盖映照, a : [0, ?]—5是5中一条 
孤,》。€苕是芳的一个点，使得 ®(? o )=« W = P 。. 于是，存在《 
以多》为起点，即；⑼=多 0 的，唯一的提升 A [0, S . 

证明首先证明唯一性. 设&鼠 [0, ?]0否是《以 心为起 
点的两个提升.设 Ac [0, Z ] 是满足的）=/§ ㈤ 的点#€[0, 0的 
集合. 2非空而且显然是 [0, Z ] 的闭集. 

我们将证明2在 [0, 幻中是开的.假定 S ⑺ =；§(#)=$. 考 
虑多的一个邻域 C : H ： 在其上是同胚.由于 S 和負是 连续映 
照，因此存在包含#的一个开区间 ItC ； [0,!] 使得 «( J ,) CF , 
^( J t ) dV . 由于 3 TcS = Sr 。 氣而 5 T 在 F 上是同胚，所以在 If 上 
5=瓦于是义是开集.这就导出对任何 *€[ o , I ]这 
两个提升重合. 

现在来怔明存在性.由于 a 是连续的，对每一《闲€5存在 
一个包含*的区间乃 <=[ o , q , 使得 a ( i ( ) 属于《(0的一个特定邻 
域.族八 *€ [0, 1构成 [0, ?] 的一个开覆盖.由 [0, z ] 的紧致 
性，这个开覆盖有一个有限子覆盖，比如说 ，■^，…， 人. 

假定061。(如果不是这样，我们可以改变这些区间的编号). 
由于 a ( J 0 ) 属于 p 的一个特定邻域 t / o , 因此存在多0的一个邻域 
7 0 ,使得 a 在 R 上的限制吻是到 W 上的同胚.对 f GIo , 我们 
定义(见图 6-25) 

a(t) = , 

这里岭 1 是同胚抑在队上的逆映照.显然有 

5⑼=系《, 
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因此是局部同胚.由于妒是紧致的，可以应用命题1,所以 ，巧 
沪—沪 是一个覆盖映照. 

几何上来说， T 将第一个沪在第二个沪上绕了 A 次.注意 
—个点 pes 1 的逆象恰恰包含 a 个点，因此，游 是妒 的一个办-叶 
覆盖. 


为了处理问题2,我们还需要将下面的讨论中产生的直观的 
想法加以精确化.一个覆盖映照％ •S — 方 是同胚的充分条件为 


它是 1-1 的映照.所以我们必须找到一个条件能保证当 S 的两个 
点？1， h 被⑪投影到5的同一点 

P = ^(pi) = ^ ( Pa) 

时，就成立& = &. 我们将假定苫是道路连通的， 芳中一 条连接 
心和心的孤 S 被投影到 i ? 中连接刃和 p 的闭弧《上(见图 8-2(5). 
如果5没有“孔洞”(它的意义将需精确化)，于是就可能“将《连 
续地变形为点2>”.也就是说，存在一族弧％它关于 * 连续, 
«€[0, 1], 并且兩=«而叫等于常值弧乳由于5是《的提升， 
因此很自然地希望这些弧 《* 也能被提升为一族孤它关于（连 
续 〆 G [0, 1], 而 & = S . 这样就得出&是常值弧的提升从而退 
化为一个点.另一方面, 连接心 和冗,因此可断定 a 

h 

Pi 

图 5-26 

要将上面的启发性的论证严格化,我们还必须定义“连接两条 
给定弧的弧的连续族“并证明这个族可以被“提升”. 

定义2设 5 cR 8 , «o: [0, q ―尽 ％ [0, S 是 S 的两 
条弧，连接两点 P = «o(0) =«i ⑼和 ? = «o(Z) =«i(Z). 如果存在连 
续映照 H: [0, 1} X [0, ] ]^万使得 

1. -H(s, 0) =«o(s), M(s, 1) =«i(s), sG L0, J]j 
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2- H(0, t)=p, R{1, t)^q, t£[Q, 1], 

那么称 《 o 和是同伦的，映照丑称为《0和 《 i 的一个同伦. 

对每一 6 G [0, 0给定的弧知[0, Z ] ~^B 

称为同伦丑的一条弧.因此，同伦是一 族弧％ 吒 [0, 1] ，它构 
成《0 到〜的 一个连续变形(见图 5-27), 在变形过程中弧内的两 
个端 点少和 保持不动(条件 2), 



同伦的提升的概念完全类似于弧的提升的概念. 设沭： S—B 
是连续映照，并设«1: [0, 5是5中连接罗和？两点的两 

条弧. 设丑： [0 J ] x [0, 1]— _8是《0和巧之间的一个同伦.如 
果存在连续映照 


S ： 10, ?] X [0, 5 

使得 W 犮-丑，我们称苕是同伦丑的一个以莒 (0, 0)= pG-g 
为起点的提升. 

我们现在证明覆盖映照具有提升同伦的性质.实际上，我们 
将证明一个更一般的命题.注意，覆盍 映照％ 是局部同胚 

而且£的每条弧总可提升为5的弧.下面的命题3、4和5的证 
明也只用到覆盖映照的这两个性质.因此，为了今后的应用，我们 
将在这种一般意义上来叙述这些命题.于是< 当的每条弧总可 
被提升时,我们就称连续 映照％ S — B 具有_给的性质。注意， 
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这意味 着兀把 5映到 i? 上. 

命题3设 a 5—S 是具有提升弧性质的局部同胚 . 《0, 
[0，？]^5是5中连接点2?和 ？ 的两条弧.设 
S ： [0, 1] x [0, 1]^ 

是 《o 和巧之间的一个同伦^€苕是 S 中使得 m(i)=；p 的点.那 
么存在 H 以； 为起点的唯一的提升互. 

证明唯一性的证明与弧的提升的唯一性的证明完全类似. 
设互是丑的两个提升并满足盈 i(0, 0)=瓦>(0, 0)=p. 
这时由满足 Hi ( s , t ) = S a ( s } 0的点 （6 0 € [0J] x [0』 1] =Q 
组成的集合 2 是 Q 中的非空闭集.由于和育 2 是连续的，沉 
是局部同胚，因此2也是 Q 中开集.从 Q 的连通性可得 
因此, 丑1 = Hs . 

为了证明存在性，设 《*(s)=5fe 0是同伦丑的一条弧.定 
义苕为 

H(s, t)-a t (s), sG[0, T], teLO, 1], 

这里& 是叫以 f 为起点的提升.显然有 

^S(s, t) =0,(8) [0,q, iG [0,1], 

S ( o , o ) = S 0 ⑼ = 云. 

现在我们来证明犮是连续的.设《。) G [0, Q x [0, 1]. 
由于 t 是局部同胚,因此存在 ^(s。， 的一个邻域 F, 使得 sr 在 
厂上的 限制％是 F 到丑(化纟。)的一个邻域 以上的 同胚.设 Qo 
czJff-H^cCO, Z]x[o, 1] 是如下给定的开正方形 

3o—€<s<So+e ， e<#<^ 0 +e. 

为了断定苕在（以 #0) 处连续，只要证明身限制在 Q。 上能写成 
H SJT0： 1 。 丑就足够了.由于(私 <。)是任意的，于是象所期望的那 
W . S 在整个 [OJ] X [0, lj 上是连续的. 

为此,我们注意到 

sPo 1 (-S r (so, t )) , tG ( to ~€, io+e), 

是弧 H ( s 0l t ) 通过芦 ^(so, t 0 ) 的一个 提升. 由唯一性， 

( So , t))=S(so f _ 于 Q 。 是一个正方形，因此 ; 对每一点(打， 
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eQo } 存在卩中的弧 S 0 + e ), 与弧 iT ( S 0 J ) 
相交，由于 i ^ CHXso , h ))= S ( s Qj h ), 因此弧 jrpoaxs , g )) 是 
II(s, h) 通过点苕 ( s 0 , 6) 的提升.由唯一性， h ))， 
H ( s , h ). 因此 ，叫 - 1 ( J ? 心 4) ) = f ( Si , i !). 由于 ( Si , y G Qo 的 
任意性，我们断定 WOff ( S , t), Cs , t)GQo, 这就完成 

了证明.证毕. 

命题3的一个结果是这样的事实：如果 a S — S 是覆盖映 
照，那么 S 中同伦的弧被提升为芳中同伦的孤.这个事实可以用 
下面的更一般和精确的方式来表达. 

命题 4 设 JT : — 万是具有提升弧性质的局部同胚.设 
« o , « 1: [0, Z ]— 5是£中连接两点 p 和？的两条弧，取云 €•§ 使 
得 sr ( p ) = p . 如果《«和〜是同伦的，那么 《 o 和 《 i 各自以圣为起 
点的提升心和心也是同伦的. 

证明设丑是 《 o 和 《 a 之间的同伦，苕是丑以？为起点的 
提升. 我们将证明互是心和&之间的同伦(见图 6-28). 

事实上,由孤的提升的唯~一性， 

S(s, 0) = a 0 ( s ), 丑 ( s , 1) = Si ( s ), sG [ o , Z ], 

这证实了定义 2 中的条件 l . 此外，苕 (0, 0是“常值”弧丑 0 M ) 

以&为 起点的 提升. 由唯一性， 
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t) =p, te [o, l]. 

类似地， S ( i } o 是丑 a *)=?以&©=?为起点的 提升； 因此， 

m, teio, i]. - 

于是，定义 2 中条件2得证,这说明互 是&和 &之间的同伦•证 

毕. 

回到引导我们考虑同伦概念的那段有启发性的论述，我们看 
到所谓没有“孔洞”的空间的意义仍有待于 解释. 当然，我们将用 
作这种空间定义的恰恰是在启发性论述中用过的那个性质. 

定义3 —个道路连通集 SciR 3 称为是单连通的，如果任意 
给定两点 ft 和两条连接??和 ？ 的弧 《 o : [0, ?]->«, «!： [0, 

在5中总存在 ao 和〜之间的 同伦. 特别地 ，五中 任何 
闭弧《: [0, q — B (闭意味着《(0)=«»=於同伦于“常值”弧 
«(«) = p , s € [0, 1] (习题5表明后面这个性质实际上等价于第一 
个性质). 

直观上，如果道路连通集力中的每条闭弧能连续变形为一 
点 ，那么 S 是单连通的.可以证明平面和球面是单连通的而柱面 
和环面不是单连通的（见习題 5). 

现在我们可叙述和证明对本节问题2的一个回答，它其实是 
下面命题的一个推论. 

命题5设％ 5 — 5是具有提升弧性质的局部同胚.设5 
道路连通单连通.那么 a 是同胚. 

证明证明实质上与在启发性论述中提出的证明是相同的. 
我们需要证明 ® 是 1-1 的.为此，设匕和 i 是5的两点， 
w ( pi ) -=^(^ 2 ) ^ P . 由于道路连通，因此否中存在连接运1和 
fa 的孤 So . 于是= 。是 B 的一条 闭孤. 由于刀是单连通 
的，因此《0和常值弧《1(3)-?，8€[0,刁，是同伦的.由命题4, 
;和 《1 以匕方起点的提升心是同伦的•而1是连接^和5的 
常值弧，因此我们 断定匕 =&. 证毕. 

推论设 A S — P 是覆盖映照， •§ 道路连通，5单连通，那 
么兀是同胚. 
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我们已经在比原来需要的更一般的情况下证明了命题3、4和 
I 这一事实允许我们对问题1给出如下所述的另一个回答. 

设巧 — S 是具提升弧性质的局部同胚.假定5和5是 
局部地“性质良好的”（此意义有待精确化)，那么 W 实际上是覆盖 
映照. 

所需要的局部性质可描述如下.回忆一下， SCIR 8 称为局部 
道路连通，如果每一点的任意邻域都包含一个道路连通的邻域(见 
第五章附录定义 12). * 

定义 4 如果 B 中每一点的任意邻域都包含一个单连通的邻 
域，称5是局部单连通的. 

换言之，如果 B 的每一点有任意小的单连通邻域，那么5是 
局部单连通的.显然，如果5是局部单连通的，那么5是局部道 
路连通的. 

我们指出正则曲面 况是局 部单连通的，这是因为有任 
意小的同胚于平面中圆盘内部的邻域. 

在下面命题的证明中，我们将需要局部道路连通集 SCR 3 的 
下列性质(见第五章附录部分刀 ). 5中包含一点 s 的所有道 
路连通子集的并集4显然是一个道路连通集, 称为 B 的包含 P 点 
的道路连通分支.由于5是局部道路连通的，所以2是 S 的开 
集.于是,忑可以写成它的道路连通分支4的并集 5= LU 〜这 
些丄是开集而且两两不相交. 

我们再指出，正则曲面是局部道路连通的.因此，在下面的命 
题中，当 S 和 S 都是正则曲面时，加在 S 和 B 上的假设都被满 

足. 

命题 6 设: nr: 是具提升孤性质的局部同胚.假定 B 

局部单连通而盈局部道路连通,那么亦是覆盖映照. 

证明设？) SS , F 是 p 在 B 中的一个单连通邻域.集合 
fW 7 ') 是它的道路连通分支的并集,亦即 
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这里是开的，道路连通的且两两不相交的集合.考察限制映照 
5T； 如果我们证明是氏到 F 上的同胚，那么 ® 将满足 

覆盖映照定义中的所有条件. 

我们首 先钲明 沉(巧事实上， ro (P a )c：r. 假如有一点 
那么，由于 F 是道路连通的，就存在一条弧 
a： [«, &]—F 连接点 gG 沉 ( K ) 和 P. 由于氏是苕的弧连通分 
X , 因此《以$€匕，这里沉沒 ）=?, 为起点的提升是。中的弧. 
于是， 

OT(a(i)) =p€sp(F„), 

这 是一个矛盾. 所以沉 

接下来我们看到，由于，《是开的， 因此〜 T 仍是一个 
局部同胚.由上面的论证进一步可得到 A Pa—F ■仍具有提升孤 
性质.因此，命题5的条件得到满足,从而沉是一个同胚.证毕. 


B. Hadamard 定理 

现在我们将回到本节一开始提出的问题，即在什么条件下局 
部微分同胚 exp P； T V ( S)—S 是 r P os') 到 Sf 上的整体微分同胚，这 
里 p 是曲率 K0 的完备曲面 斤上的 一点.下面的命题将上述问 
题分解为问题1和问题2从而对它提供了解答. 

我们需要下面的引理. 

引理1设 S 是曲率 K0 的完备曲面.那么 ex Pj) : T r ( S ) 
: pS/S, 是増加长度的，即若 u, 似€心⑻，则成立 

<(dexp,)"», (dexp») u (w)>><w, wy , • 

这里，象通常那样，切表示—个将 w 平移《后得到的 
向量. 

证明若 m = 0, 那么等号的成立是平凡的.因此，设必= 
u /\ u \, w 妾 0 , 并设 7 : [0, IX | m |, 是测地线 
7 (s) =exp^s€ [0, Z]. 

由 Gauss 引理，我们可假定 <>^> = 0. 设 /( s) =s(dexpp) st; (>) 
是由§5 5引理1给出的沿？的 Jaoobi 场.我们知道/(0)=0, 
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CDJ / A ,) (0) 而且 < J ( S ), /( s )> = 0, s € [0, i ]. 

现在注意，由于 K 0 (见 § 5-5 等式 (1)), 因此， 

ds \ } ds / \ ds y ds / \ ' ds 2 / 

HU 2 - 剛 ， 0 . 

这蕴涵着 ( j , 

因此， 

麥 I〉— 


因此， 

>2 (H 20 . ( 3 ) 

积分上面的不等式的两边,我们得到 

去 < J ， 〜 2 MX 。 

= 2<7s+2 〈 |(0), J(0)^ = 2Os. 

再积分一次就有 

<J, ,/»(7s 2 + <J(0), J'(0)> = (7s a . 

在这个表达式中置 s = ;, 并注意到 G = < w , w }, 我们得到 

由于 /© 最后得到 

<dexp p ) ( dex ^) lv ( w ) y ^<, w , w>. 证毕. 
为了后面的应用，建立下面的结果是有益的,这个结果可从上面的 
证明中得出. 
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(证明的）推论设疋三 0. 则 exp P : %(汉)4氏是局 
部等距. 

只要注意到若尤=0,那么可以在上面的证明中用 “ e 0” 代替 
式子 (1), ⑶和 (3) 中的“>0”，于是推论成立. 

命题7设6 1 是 Gauss 曲率疋<0的完备曲面.那么映照 
9 x P?! t 9 ( S )^ s , P es , 是覆盖 映照. 

证明由于已经知道 e XPp 是一个局部微分同胚，因此，（由命 
题 6) 只要再证明 exp „ 具提升弧性质就行了. 

设《: [0, 垦 S 中的一条弧， CT , ⑻满足 exp p v ^ 

«(0).由于 S 是完备的，所以这样的 T 存在.由于 exp P 是一个局 
部微分同胚，因此在 T P (S) 中存在 1) 的一个邻域 C / 使得 exp , 限制 
于 U 时是微分同胚.于是利用 《 cp ,( C 7) 中的 exp - 1 可以在0的一 
个邻域内定义 

现在设2是使得 S 在 [0, f ] 上有定义的拓 [0, q 的集合 . 2 
不是空集，而且如果50。）有定义，那么 S 在岛的一个邻域内也有 
定义.也就是说，2是 [0, Z ] 中的开集.一当我们再证明2也是 
[0, Q 中的闭集,那么由 [0, q 的连通性我们就有4= [0, Q , 因而 
«可以整个被提升. 

因此证明的关键在于说明2是 [0, Z ] 中的闭集.为此，设 
t 0 e [0, Q 是 A 的一个聚点, {4} 是一个序列, {*„}->& t n e a , 

1 , 2 , .... 我们将首先证明 S ( u 有一个聚点. 

假定在 AO ) 中没有聚点.那么在 A 0) 中任意给定一 
个中心在 5(0) 的闭圆盘 Z ). 就有一个％使得 S ( k ) 法 i ). 这样一 
来就得出在 A 0&0 中从 S ( o ) 到 5(0 的距离可以任意大.由引理 
1, exp , : 2 V ：60— S 增加向量的长度，因此显然可见在 s 中从 
«(0)到 《(<„) 的内蕴距离也可任意大.但是这个结论与从《(0)到 
< t 0 ) =lim « CO 的内蕴距离是有限的事实矛盾，这证实了我们的 

t-*t» 

断言. 

我们用表示 ko 的一个聚点. 
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现在设 F 是 g 在 T , OSO 中的邻域，使得 ex Pp 限制于 T 上是 
微分同胚.由于是 {&„)} 的聚点,因此存在街使得 a ( tjev . 
此外，因为 a 是连续的，所以存在开区间 ic [0, ?], t 0 ei , 使得 
a ( I ) Cexp p ( F )-?7. 利用 expf 在 V 上的限制可以定义《在 I 
上以 S ( k ) 为起点的提升.由于 exp , 是局部微分同胚，这个提升 
与二在 [0, < 0 ) ni 中重合，因而是5到一个包含心的区间上的延 
拓.因此，集合4是闭的，这就完成了命题7的证明.证毕. 

注1应该注意曲率条件 K 0 仅用来保证 expcAOS ) —S 
为增加长度的局部微分同胚.因此，实际上我们已经 证明： 如果 
< P ： S 1 ^ S a 是完备曲商私到 曲面札 上增加长度的局部微分同 
胚，则 P 是一覆盖映照. 

以下的命題称为： Hadamard 定理，它描述了曲率 K0 的完 
备曲面的拓扑结构. 

定理 1 ( Hadamard ) 设 /S 为一个 Gauss 曲率 K0 的单 
连通完备曲面.则 ex Pp: T , ⑻ — S , 政 S , 是微分 同胚； 即 S 微 
分同胚于一个平面. 

证明由命题 7, e x Pp : r p ( S )— 汉是覆盖映照.而由命题 S 
的推论， exp , 是同胚.由于 axp p 是局部微分同胚，因而它的逆映 
照是可微的，所以 exp , 是微分同胚.证毕. 

我们现在要提及覆盖空间的另一个几何应用，它也称为 
Hadamard 定理.回想一下， Gauss 曲率疋 >0 的连通紧致正则 
曲面称为卵形面(参见§ 5-2 的注 1). 

定理 2 ( Hadamard ) 设汉 是一卵形面.则 Gauss 映照 
MS — 沪是微分同胚.因而 S 微分同胚于球面. 

证明由于对每一个 p & S , S 的 Gauss 曲率 X = det ( d ^ P ) 
是正的，所以 W 是局部微分同胚.由命题1, iV 是覆盖映照.由于 
球面妒是单连通的，我们从命题5的推论中推断出 — 沪是 
&到单位球面炉上的同胚.由于 W 是局部微分同胚，所以它的 
逆映照是可微的，因此 W 是微分同胚.证毕. 

注2实际上我们已经证明的绪论比这个还要多.由于 
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Gams 映照 W 是微分同胚，所以 R 3 的每一个单位向量《作为 S 
的单位法向量恰好出现一次.取一个垂直于④而与沒不相交的 
乎商,然后将此平面平行于本身移动直至与曲面&相遇.我们得 
到结论:沒位于它的每个切平面的一侧.这个结论可以表达 为：卵 
汸面 S 是局部凸的.由此可以证明 S 确实是一个凸集的边界（凸 
集是指这样的集合 Zc ； R 3 使得连结任意两点乳 qeK 的线段完 
全属于兄）. 

注3 S.S Ohern 和 R . K . Lashof 将^>0的紧致曲面同胚 
于球面这样一个事实推广到 K >0 的紧致曲面 ("On the Total 
Curvature of Immersed Manifolds ,” Michigan Math . J . 5 
(1958), 5 〜 12). 对完备曲面的推广是 J . J . Stoker 首先得到的 
( <( 6 ber die Gestalt der positiv gekriunnteii offenen Flaohe ^, 
OompositioMath . 3(1936), 58 〜 59), 他证明了 疋 >0 的完备曲 
面同胚于球面或平面，同时他还证明了其它一些结果.他的这个 
结果对 K >0 也是成立的，只要假定在某点 K >0 (有关这个问题 
的证明和评论请看 M . do Oarmo and E . Lima , “Isometric 
Immersions with Non-negative Seotional Curvatures , ^Boletim 
da Soo . Bras . Mat . 2(1971), 9 〜 22). 


习 超 

1. 证 明：由 »( i ) = ( cos #, sinf ), te R 给定的映照•沒 1 ={(*,{/)€ R 2 ; 
® 2 + f = l } 是一个覆盖映照. 

2. 证 明：由 《(2^) = (0； 2 -!/ 2 ,2动，0, y )€ R 3 , 给定的映照 sr : R 3 -{0 ; 0^ 
-» R 3 -{0, 0} 是一个双叶覆盖映照. 

3. 设沒是由螺旋线 (cos t, sin t, bt) 的主法线生成的正螺面.以 L 表示 s 
轴，令 0} 为投影 咖， y , «) = (%{/).证明《 是一 覆 
盖映照. 

4. 熟悉复变函数的人会注意到，习题2中的映照《就是从 C _{0} 到 C -{0} 

的映照40=/;这里 C 是复平面3€ 试作一推广：证明由 <«) = 

，给定的映照 a C -{0} -> C -{0} 是》叶覆盖映照. 
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设 Sc : R 3 是一道路连通集.证 明以下的两个性质是等价的 （! 参见 定义 
3 )： 

1. 对任何一对点 P，ge £ 和任何一对弧《。 : [0, 0—[0, 11-^B, 
存在 S 中连 接抑和 叱的一个同伦. 

2. 对任何 p € B 和任何弧 [0, q -> B , «(0) = »(0 = ? >(即£«是一闭 
弧，以 P 为起始点和终点)，存在连接《和常41弧 Oo ( s )== p , s € 
[0, 0的同伦. 

固定一个点 Po € R 3 并以 <p t (p) = tp 0 +(l-t)p, pg R J 定义一族映照 
q > r . R 3 -» K 3 , t € [0, 1], 注意 q>o(p) = p, <pi(P')=Pd . 因而 A 是连续 的 
映照族,它开始于恒等映照,结束于常值映照 P 。. 应用这些想法证明 
是单连通的. 

a . 应用球极射影和习题6 证明： 球 面&上 任何一条闭弧若其象集至少 
略去尺 2 的一个点,则必同伦于一常值弧. 

b . 证明： 炉上的任何一条闭弧同伦于炉中一个象集至少略去以的一 
个点的闭弧. 

c . 由 a 和&推断炉是单连通的.为什么&是必需的？ 

(Klingenberg 引理）设 ScR 3 是 Gauss 曲率 K<K 0 的完备曲面，这 
里X。是一非负常数.设 P， 2€况并设V。和 yi 是连结 P、2 的两条不 
同的测地线，这里 K 〉表示相应曲浅的长度.假设 yo 同伦 
于71,即存在一个连续的曲 
线族《*，[0, 1], 连接 P 
和3,且使 «o = 7o； « i = ri . 

本习题的目的是证明存在 
io € [0 ; 1] 使得 

2 jc 

Kyo )+ K «.,)>71;- 

(因此，这个同伦必须通过一 
条“长”曲线，见图 5-29) 假定 
Kyo )<«/\/ S 7 
(否则就没有什么要证明的 
了），然后按以下步骤来进 
行： 

a . 矛 IJ 用第一比较定理（§5-5 
习题 3) 证明： exp , ; T „ 
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度数定义如下. 映照仍 妒-中的第一个可以看成是其端 
点0和 Z 相重合的闭区间 [0, 于是， p 便可当作连续映照炉： 
[0, 满足炉 (0)=9^) 这样一来，炉是沪中 J3 处 

的一条闭弧,根据§ 5-6 的命题2,就能在满足=2>的 a 处，咿 
一地提升为一条从®出发的弧异 [0, «]->«. 因为以多 (0))^ 
抓(多(〖)），差值多® —多 (0) 应是加的整数倍.由下式给定的整数 
degR 

^(0-^(0) = (deg?>) 2 jt, 

称作的度教. 

直观上说， deg 史是炉: [0, 占 1 把 [0, Z] 绕沪的“包围”次 
数(图5- 30). 注意，函数多:[0,幻 —R 就是连续确定由固定向量 
史(0)-0与 pW-O 决定的正角，这里的坧 [H <5=(0, 0). 
例如,§ 5-6 部分2中的例4所叙述的映照％ 8^ S \ 就具有度数 


R It Air 6t 



我们必须说明，度数的定义与 pA ① 的选取无关. 

首先， degp 与 a; 的选取 无关. 事实上，设是 R 中满足 
iTT(：Cl) =》的一点，并设多 1(0 =歹 (0 + 0^1— ^0,拓 PM ]. 因为 
A--0： 是 2W 的整数倍，所以心 是?) 从 A 出发的一种提升.根据 
§5-6 命题2的唯一性部分，而确是从化出发的提升.因为 
& (Z)— 多1 ⑼= ^(0 — ^ (0) = (deg tp ) 2 jf , 

所以无论是关于*或是关于办计算，？>的度数都是相同的. 

其次, deg 史与的选取无关.事实上，除了少的对径点 
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以外,每一点沪均属于 p 的特定邻域在兀 — YR ) 含 * 的 
连通分支中选取巧，使得 = Pi ， 并设 多1 是 
9 ： [ 0 , 12 ^ S\ 少 ⑼ = Pl 

从別 出发的提升. 显然 ，%⑼一多(0)丨<2亦， 由构造 提升的一 
步步过程可以推出（参见§54,命题2的证明）.|^(0 -^(01 
<2^. 因为两个差值 抑）一 务⑼，— &(0)都必须是2兀的 
整数倍，它们的值实际上是相等的.根据连续性，这结论对 p 的对 
径点也成立，所以也就证明了我们的断言. 

度数的最重要的性质，是它在同伦之下的不变性.说得更精 
确一些，设抑， 抑:沒 1 — 以是连续映照.固定点 2^6' 从而得到 
P 点的两条闭弧 9H, 艸： [0, 灼(0) =p a (0) =p . 如果灼 

与抑同伦，则 deg^=deg9, 2 . 这可直接由如下的事实推出 （§ 6- 
6,命题 4): 料和外从固定点 R 出发的提升也是同伦的，因 
而有相同的终点. 

应该指出，如 果炉： [0, 々可 微，按〆《) = («), b ( t )) 

就决定了两个可微函数 ® = b = b ( t ), 它们满足条件 W+& 2 

=1. 这时，由 9 o - x 出发的提升&正好是可微函数（参见§ 4-4, 
引理]) 

f ( f ) =^o+| o ( mb '~ ba !) dt , 

这件事可由提升的唯一性，以及 cos p(i) =d， sin ;( t ) = b ( t ) 和 
否(0)=心的事实 推出. 于是，在可微的情形，史的度数能用积分 
表示 


deg ^ ifcW dt - 

度数的概念，已以后一形式在本书中反复出现过.例如，当 
H 1 ， 是向量场，而 ( 0 , 0 ) 是其仅有的奇点时 
在汍 0) 的指标(参见§ 4-5,应用 5) 可以解释为由 q>{p) = V (^)/ 
h ( P ) l , ： p € 昃，给出的 映照并 的度数. 

在讨论进一步的例子之前，我们来回忆一下,所谓(可微）闭曲 
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线是指可微映照 《: [0, (或如果它是平面曲线的话 x 

使得 a 的分量，以及 a 的各阶导数,在0与 Z 处相等.若 ： 
对一切 [0, Z ] 成立，曲线《便是正 则的； 若只要 h，he 
[0 ; ?)，就有 《&)★«&) ，曲线《便是简单的.有时候，较适宜 f ; 
是仅仅假定《 连续; 这时,我们就直接说明， a 是一条连续闭曲线. 

例 1( 曲线的环绕数）设《: [0, q — R 3 是平面上的连续闭 A 
线.选取点仰€ r 2 , 使得 Po ^« ao , I }), 并设奶 [0 J ] ->沪 由 






[0, l ], 


1«(^) — ^ o [ ^ 

给定.显然 ,<0)=9>( f ), 故炉可看作沪到沪的 映照； 它 称作“ 
关于3>»的位置映照.的度数叫做曲线《关于外的环绕数(或扎 • 


标 ）（ 图 5-31) 

注意，如果沿与 a ([0, Q ) 不相交的弧0移动2^则环绕数保 
持不变.其实， a 关于0上任意两点的位置映照，显然可用一个同 
伦连接.由此可知，当？在 R 2 —«([ o , ⑴的 连通分 支中变化时， 
«关于2的环绕数保持不变. 



例 2( 曲线的旋转指标） 设 a : [0 J ] — R 2 是正则平 面闭曲 
线,并设奸 [0, q — &为 

⑽)--微 A [°』. 

显然，？>是可微的，且炉 (0)^< p (0. « P 称做 a 的切映照，而 中的度 
数则称作《的旋转指标.在直观上，闭曲线的旋转指标是沿曲线 
的切向量场转动的整周数(见§ 1-7 图 1-27). 
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旋转指标的概念，利用顶点处的交角（见 §4-5), 可推广到分 
段正则曲线的情形，并能 证明： 分段正则的简单闭曲线，它的旋转 
指标是 ±1( 切线回转定理).这个事实已在 Gauss - Bonnet 定理 
的证明中用到过》在本节的后面部分，我们将证明切线回转定理 
的可微说法. 

我们的第一个整体性定理,就是所谓 Jordan 曲线定理的可微 
说法.在证明中，我们将假定读者已熟悉 §2-7 的内容. 

定理 1( 可微分的 Jordan 曲线定理） 设《: [0, q — 是 
平面正则简单闭曲线.则 R 2 -«([ o , q ) 恰有两个连通分支，且以 
«([0, G ) 为它们的公共边界. 

证明设#,0)是《([0, ？]) 的管状邻域.它的构造方法，与 
紧致曲面的管状邻域的构造方法相同（参见 §2-7), 我们来回忆 
—下， N s ( a ) 是以 c ^) 为中心，长度为 2 s 的开法线段 I , ⑺的并 
集.显然，见 0)- a ([( U ]) 有两个连通分支:^和心用似0) 
表示《关于 p € R 2 — «([0, Z ]) 的环绕数.证明的关键点在于说 
明：如杲抖与 ％属于及 s («0- «([0, Q ) 的不同连通分支，但属于 
同一个4%), [0, Z ], 则―： P !)- 切 (沪 2 ) = 土1,符号依赖于 a 
的定向. 

选取邻近于 a ( f 0 ) 的点 2 = 和 i )= a (< a ), 使 

得《上的弧，能够同伦地形变到图 6-32 的多埠形 ABGD ±. 
去.这里 3 50是《(心)处的切线段，而 S 4 与 07) 则平行于 a ( f 0 ) 
处的法线. 

设 A [0, I ] — R 2 表示用多边形 ABOD 代换《上的 AD 弧 
后所得的曲线，且我们假定 泠 (0)=4, 而 yS(« 3 ) =D. 显然， 
w (: ^)与(仰)保持不变. 

设叫抑 [ Oj ] 分别是/8关于 Pl , 办的位 置映照（参见 
例 1), 并设而 ，& [0,勺是它们从一个固定点，比如06 R , 出发的 
提升.为方俚计，我们假定/3的定向如图 5-32 所给定. 

首先注意，若拓 [4, 〖]，则《(0到灼 和抖 的距离，都以一个 
与*无关的数作为下界,这个数就是两个距离 dist ( Pl , BdN » ) 
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图 5- S 2 

和 dist (^ Sd 兄 ( a )) 中最小的一个.由此可知，当外趋于外时， 
a ⑷一外与 a ⑷一 p a 的交角在 P 3 , 中一致趋于零 • 

现在就很清楚，能把鉍和灼选取得充分接近，使得^(纟 3 ) — 
^(0) =jf — fii , 多 a ($3) — fa (0) = — (兀 + Sa ), 这里的七和以小于 
itt /3. 而且， 

27 t ( w ( p 1 ) — w ( p 2 )) = — ^ i ( O )) — ( ps ( J ) —多 3(0)) 

•{ X 条1 一夺 2) ( J )— (《1-匕) ( 古 3)} 

+ {(多1 —匕 )(#3) —(多1 一 多2) (0)}. 

根据上述的注意，当仍充分接近于办时，第一项可以任意小，比 
如等于 e 3 < m /3. 于是 

2jr(w(pi) — w»(p a )) =-6 3 +7T—8i 

—(—?r — e 2 ) =2^r + 8, 

其中的 S <〜 如果灼充分接近于％的话，由此 推出似 (?!)_ 
符合我们的断言， 
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要完成证明现在就比较容易了.因为在 r 2 — a ([ o , q ) 
的每个连通分支上是常数，由上可知， F 中至少有两个连通 
分支.我们来说明这种分支恰好有两个. 

事实上,设 G 是 PT 的连通分支.显然， BdC ^ 0，且 BdOc 
«([0, Z ]). 另一方面，若 w «([0, z ]), p 就有一邻域，它只含 
a ([0, ^、^和几中的点(?\与兀是凡(《)—《([0, Z ]) 的连通 
分支).从而，或者，或者 r a , 总要和0相交，由于 a 是连通分 
支,或者所以，至多只有两个(因此，恰好是两 
个)连通分支.把它们记作^^和仏.上面的论证也说明 BdO ^- 
«([0, J ])= Bd (7 2 . 证毕. 

定理1给出的两个连通分支是容易区分的.首先我扪看到， 
如果外 在包含 «([0, q) 的闭圆盘 2)( 因为 [0, z] 紧致，这种圆盘 
存在)的外部，则《关于 Po 的环绕数是零.这是由如下的事实推 
出 的：连 接科和《⑷， te [0 3 q 的直线，都落在由: Po 到圆周 BdD 
的两条切线所限定的、包含！>的一个区域内.这样一来，环绕数 
为零的连通分支是无界的，且包含某一确定圆盘外的所有点.很 
清楚，余下的连通分支的环绕数为士 1,且为有界，通常分别把它 
们称做 a 的外部和 a 的内部. 

注1在 Gaus ^- Bonnet 定理的应用 （§ 4-5) 中已用过的，上 
述定理的一个有用的补充是：《的内部同胚于一个开圆盘.它的 
证明能在 J . J . Stoker , Differential Geometry , Wiley - Inter - 
goienoe . New York , 1969, 43 〜 45 中找到 • 

我们现在来证明切线回转定理的可微说法. 

定理2设/3: [0, i ] 是平面正则简单闭曲线.则/3的 

旋转指栲是土 1( 符号取决于 i 6 的定向）. 

证明 考虑一条与该曲线不相交的直线,平行移动这条直线， 
直至它和这条曲线相切.这时的直轉位置记为 L 曲线与！的切点 
则记为九显然，整条曲线落在？的一边（图 5-33). 选取这条曲 
线的一个新的参数表示 a : [< U ] o FI 2 , 使得《(0)=见现在，设 
T =={(h, t 2 ) £ [0^ i] x [0^ ?] ； 
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为三角形区域，并定义“割线映照”也 T — 妒为 

你， ㈣ “纪 h)eT^{(o, in, 

㈣ :微屬 卜-蟲 • 

因为《正则，容易看出 4 是连续的.设 4 = ( 0 , 0 乂 5 =( 0 , 
1 ), G=(h Z) 是三角形丨的顶点.注意，办限制到边上时，是 
«的切映照，它的度数是《的旋转指标.显然（图 5-33), 这个切 
映照与必在其余两边和50上的限制同伦.这样一来，问题 
就化为证明后一映照的度数是士 1. 



假定平面和曲线的定向取得使《'(0)到一《\0)的有向角为 
OT. 这时，《/；在上的限制按正方向覆盖了半个 /S 1 , 而>/»在 
上的限制，也按正方向覆盖了 炉余下 的一半(图5 - 33). 于是，小 
在 AB 与 B 0 上的限制的度数是 +1. 把定向倒过来，这个度数就 
是 一1, 从而完成了证明.证毕 • 

切线回转定理能用涞给出一类重要的曲线，即凸曲线的特 
征. 

设 [0, z]->e a 是平面正则闭曲线，如果对每个拓 [0, q, 
这条曲线总落在由 i 处的切线决定的某一闭半平面中，《就称为 
6 珣线 （图 5-34; 也可参见§ 1-7). 如果《是筒单曲线，凸性就可 
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用曲率来表汞.回忆一下,对平面曲线，曲率总是指带符号的曲率 

(§1-5,注1)„ 

命睡 1 平面正则闭曲线为凸曲线的充要条件是，它为简单 
曲线,且其曲率 A 不变号. 

证 明设灼 [0, 没是《的切映照，且疚 [0, 幻 — R 是炉 
的从 0 SR 出发的提升.首先指出， A 不变号的条件与多为单调 
( k >0 时非递减, k <0 时非递增)的条件等价. 

现在假设《为简单曲线,且灰不变号.我们可把曲线所在平面 
的定向取得使& >0. 假定《不是凸曲线.这时就存在 fo €[0， Z ], 
使得在《⑹处的切线 J 7 的两边，均能找到《([0, y ) 中的点.设 
n = n ( t 0 )^ to 处的法向量,并令 

h n ( t )~-<, a ( t )- a ( to ), n ), te [0, 3!]. 

因为 [0, Q 紧致，且 J 7 的两边都有曲线上的点，所以“髙度函数”心 
就在有最大值，在《2=^0有最小值 . 知，4, h 处的切向量都 
是平行的，所以其中有两个，比如 《'( io ), «'⑹就具有相同的方 
向.因此»)1⑹，而且，根据定理 2 («为简单曲线)，多⑹ 
=歹⑹.让我们假定 ^>#0. 根据前面指出的事实， f 单调非递 
减，因此在 [k y 上为常值.这件事意味着 《([& 但 

这与？ 7 的选取是矛盾的，所以就证明了《是凸曲线. 

反过来，假定《是凸曲线.作为习题我们让读者证明 :如果 《 
不是简单曲线，则在自身的交点（图 5- 36⑷），或在其附近(图5- 
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⑷ ( b ) 

图 S-SS 

35(6)), 凸性就要受到破坏.所以，《是简单曲线. 

现在我们假定《是凸曲线，但 A 在 [0, ?] 中变号.这时就存在 
两点 Zi , [0, i ] , tx<ta, 使得歹 (D = p ( fa )， 但多在 m ^)3 中不 
取常值. 

我们来说明这会导致矛盾,从而也就完成证明.根据定理2, 
存在4€ [0, Z ) 使得史⑷） =- < p { h ). 根据凸性，在《(«, «(# a ), 
«(4)处的三条平行切线中，有两条必须重合.假定重合的两切线 
切点是 ■=?>, a ( t a ) = q , ta > h . 我们说，《在 p 与交之间的一 
段弧必定是直线段 

事实上，假定是这段弧为直线段的最后一点&可能与 
P 重合).因为这条曲线落在直线與的同一边，容易看出，在; P 附 
近有一条切线 I 7 将在一个内点穿过线段巧（图匕 '36). 这时 P 与 
?就落在 S 7 的不同的两边.这是矛盾的，因而证明了我们的断 

言. 

由此可知，重合的切线有相同的 方向; 也就是说，它们确实是 
处的切线.从而 ，《在 fe , «中取常值，这个矛盾就 




[394] 第五章整体微分几何学 

证实 了&在 [0, q 中不变号.证毕. 

注2如图 5-34( c ) 的曲线例子所示，《为简单曲线的条件对 
这命题是不可少的. 

注 3 应该把这个命题与§ 5-6 的注2和注3作 比较； 那儿说 
的是对曲面也有类似的情况. 要注 意的是，在曲面的情形，自身相 
交的不存在并不是假定， 而是 结论. 

注 4 可以证明 ：平面 正则闭曲线为凸曲线的充要条件是，它 
的内部为凸集(参见习题 4). ' 

现在，我们将把注意力转向空间曲线.以后曲线这个词将意 
秣着以弧长 s 为参数的正则参数曲线《: [0, J ] -> R 3 . 若《是平 
面曲线，曲率 A ( s ) 是指《带符号的曲率(参见§ 1-5)； 否则，心)就 
假定为对一切[0, i ] 都是正的.把积分 
£ \ h ( s)\ds ' 

称为 a 的 全曲率 是较合适的. 

关于空间曲线最著名的整体性定理，可能要算是所谓的 
Fenohel 定理了. 

定理 3( Eenchel 定理）简单闭曲线的全曲率总是 >2? f . 等 
号在且仅在曲线为平面凸曲线时成立. 

在开始证明以前，我们来引进一张辅助曲面，它在证明定理4 
时也是有用的. 

围绕曲线《的半径为 r 的管道，是指参数曲面 
X ( s , v ) = a ( s ) + r ( ncoav + bmiv ), s 6 [0, Z ], [0, 2 jv ], 

这里的和& = 6(*),分_别是《的主法向量和从法向量.容 
易验证 * 

\ X al \ X v \= EG ~ F 2 ^ r i ( l ~ rkGoavy . 

我们假定 r 充分小，使得也<1,这里的知 = maxp ( S )|, s € [0, 
II . 这时^便为正则，而且通过直接计算有 
N = — (n cos v+ b sin v) t 
X,A X v ^=r(l - rk cos v ) N, 
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N s /\N v ^k cos w (饥 cos w + 6 sin 刃)二一 kN gosv 




k cos 

O' ( 丄 一 cos v) 


X v l\X 9 , 


由此可知，这个管道的 Gauss 曲率 iT = iT ( s , 公)是 


K ($ } v) = — 


h cos v 

r ( 1 — rk cos v) 


注意, z 的轨迹： r 可能会自身相交.但是，如果《为简单曲 
线，就可以把^取得足够小，使得这种情况不会 发生； 我们可利用 
[0, ?] 的紧致性，如同 §2-7 中构造管状邻域的情形那样，来做到 
这一点.另外，如果《是闭曲线， T 就是同胚于环面的正则曲面, 
也称 做围绕 《 的管道. 以下，我们总假定是这种情形. 

定理3的证明设 r 是围绕《的管道，设 iic ：: r 是 r 中 
Gauss 曲率 北负的 区域.一方面， 


Jj Kda = ^K 

U R 


以 JEG — F 2 dsdv 

ri fi 

J kds 、 cos vdv = 2 j h ( s ) ds . 


另一方面，过 R 3 原点的每条半直线 4 至少可作为丑上的一 
个法方向.这是因为如果我们取垂直于丄的平面使得 PfVi ’ 
-0, 并将朝7平行移动（图 5-37), 在它最初与？ 7 相遇的点 
上, 就有 K >0, 

由此可知， i ? 的 Gauss 映照 W 把整个单位球面妒至少覆盖 
一次； 因而 Jj Kda > 4 ^. 所以《的全曲率 >加,我们已经证明了 

定理3的第一部分. 

我们看到， Gauss 映照汉限制到每个圆周常数上是 1-1 
的,而且它的象是大圆 r s cz 8\ 我们将用 r « + cr ■来表示对应于 
点的闭半圆周. 

假定《是平面凸曲线.这时，所有的就有相同的端点 J >, 
q , 而且，根据凸性 ，对 sx 关 ％ Sl , s 2 e [0 有 r 8 + , n =wu 
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{ q \. 由定理的第一部分推出， jjido - 4叩因此，《的全曲率等 

U 

于 2? r . 



现在假定《的全曲率等于 25 T . 由定理的第一部分知, 



我们说，这时所有的/ V •就有相同的端点史和 ？ .不然的话，就存 
在两个不同的大圆 r ,, 和 r „, Sl 任意接近于 Sa ，它们在不属于 
A T ( i « nQ ) 的两个对径点相交，这里的 Q 是 s 7 中具有非正曲率的 
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点集.由此可知，存在两个正曲率的点，它们被及映成炉中的单 
独一点，因为I在这种点上是局部微分同胚，并且&中的每一点 

至少是中一个点的象,我们就得到 Jj Kdcr > A ^, 这是矛盾的. 

/£ 

由于我们看到，I 7 中 Gauss 曲率为零的点是 a 的从法线与 T 
的交点，所以《的从法向量就与直线 M 平行.这样一来，《就落 
在与这条直线垂直的平面上. - 

最后我们来证明《是凸曲线.我们可假定《的定向取得使它 
的旋转指标为正.因为 a 的全曲率是2%所以有 
2 ； 7r = | o \ Jc\ds>^kds. 

另一方面， £*ds>2(7r, 

这里的《/ = {巧[0, T]-,Jo(s)>0}. 这个不等式对任何平 k 闭曲线 
都是成立的，它可以用本证明开头时对丑 czr 用过的完全类似的 
论证办法推得.这样一来， 

Jo 是 ds = J" 。 | t7s = 2jr. 

所以，务>0,因而04是平面凸曲线.证毕. 

注 5 不难看出」即使《不是简单曲线，证明还是通得过的. 
这时的管道将有自身交点，但这对证明是没有关系的.在证明的 
最后一步0的凸性乂必须看到,我们实际上已经证明《是非负地 
弯曲的，并且它的旋转指标等于 1. 回顾命题1证明的第一部分， 
容易看出，这就蕴涵了《是凸曲线. 

我们要利用证明 FernAel 定理的方法得到更强的结果：如果 
空间曲线是打结曲线(乌上要定义的一个概念)，那么其全曲率事 
实上大于或等于 4^. 

一条简单闭的连缕曲线 OCR 3 称作不打结的曲线，如果存在 
同伦丑 — R 3 , 7=[0, : a 使得 
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对一切[ 0 , ]] 与妒同胚.在直观上，这意味着 O 能连续地形 
变到圆周①上去，使得每一个中间位置都与沪同胚.这种同伦 
称为 合痕; 于是不打结曲线与合痕.不然的话， G 就称作打结 
曲线（图 5 - 38 乂 

€ 浪 

不打结的曲线 

图 5-38 

定理 4( Eary - Milnor ) 打结简单闭曲线的全曲率大于等于 

4 ^. 

证明 设 c 7 =«([o, q), r 是围绕《的管道，并设 Bcr 是 
r 中的区域.设 6 =&«是《的从法向量，并设< R s 是单 
位向量,对一切 s€ [(U] 满足 # 60 ) .设心：[ 0 , r 是《沿 
方向的高度 函数; 也就是心 W =<«(*)- 0 , v>,se [ 0 , ?]. 很清 
楚， * 为&的 临界点的充要条件是 r 垂直于 <s) 处的 切线. 而且， 
丰临界点有 

去■(办 V ) *®〉 °°壳 〈 n ， 圯〉 孕❶， 

这是因为对一切 S, W #6 (S) 且 *> 0 . 于是 ，心的 临界点就或者是 
极大值点,或者是极小值点. 

现在，假定《的全曲率小于 4 ®. 这便意味着. 

J |" 烈 0* =» 2 Ji;ds < 8 jt. 

J R 

我们断言，对某个外李 6 ([ 0 , G), 心。恰好有两个临界点(因为 [ 0 , 
Q 紧致,这两点就对应于心.的最大值点和最小值点).不然的话， 
这时对每个 1 荦&([ 0 ,幻），心就至少有三个临界点.我们将假定 
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其中有两点&和 s a 是极小值点,极大值点的情形可类似处理. 

考虑与$垂直，且的平面 P， 将它朝! T 平行移动. 
这时有两种 情形: 或者是 K ( Sl ) =&( Sa ) ，或者是，比如说， h v ( Sl )< 
K ( s z ). 在第一种情形， P 在两点 办处与 T 相遇，并且由于《 
珐 6([0J ]), 瓦(办)和为正.在第二种情形， P 在遇到 
«(%)之前，将与 r 在满足瓦(的) >0 的点灼处相遇.考虑另一 
张平面 A 它与 P 平行,且在 P 上方相距 r 的地方 (r 是管道 T 的 
半径).将戶进一步往上移，直至它到达 a(s a ) 处； 这时 P 就在点 
!? a # 办处与 T 相遇（图 6-39). 因为是极小值点， 且罐 6([0, 
幻），所以瓦(办) >0于是无论在何种情形，在I 7 中 总有使^>0 
的两个不同点，并且 W 将它们映 成炉中 的单独一点.这与 



图 5-3» 

设^和办是心，的临界点，并设 Pi 和 P* 是与叫垂直，且 
分别经过 < Si ) 和 aCs a ) 的两张平面.与叫平行且在 Pi 与 P a 之 
间的每一张平面 ，与 C 将恰 好交于 两点. 用 直线段把这些点对连 
接 起来,就生成一张以0为边界的曲面,容易看出它与圆盘是同胚 
的.这样- •来， C (便是不打结曲线，这个矛盾就完成了定迪的证 
明，证靶 
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图 5^10 、 

2. 设 a(0 = ( 心)， ?/(«»> «6 [0, 11 是可微平面闭曲线.设 Po = (*o, V。） 

(*«, J/。) 和 ([0, 0)，并定义函数 

a " Y= _ x(.t)~x 0 _ 

W — {(〜> 一疋。)2+ ( y ( f ) - j / 0 > 中/»， 

■h (十、 = _ y(t) -yo __ 

w — {(〜。） • 

a. 利用 §44 的引理 1 证明:可微函数 

?>C0 = Po + (a&' — ba'^dtj a' = = 

测定了 * 轴与位置向'量 ( a ( t )- 外 )/1«(5)- Pol 的交角. 

b. 利用&证明:当 《 是可微乎面闭曲线时,《关于抑的钚绕数是积分 

01 ( ab '- b ❻. ,. 」 

3. 设 C»: [o, g —R 2 与 A [0, ,q—R 2 是两条可微平面闭曲残，.并设点 
J%6R 2 满足队和 ([0, ①和 Po^([0, 13). 假定，对每个 CCMP 
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«(0和/3(0这两点的距离比《(0和 P。 这两点的距 离近; 即 
|a(t)-/3(OI<|a(t)-Po|. 

利用习题2证明: t* 关于 p 0 的环绕数等于/3关于 p 0 的环绕数. 

4. a. 设正则平面闭曲线 C 是凸 曲线.因为 C 为简单曲线，根据 Jordan 

曲线定理，它就决定=个内部区域 KcR 2 . 证明： S： 是凸集(即，给 
定? e£, 直线段石仍包含在瓦 中； 参见 §1-7, 习题 9). 
b- 反之，设 C 是正则平面曲线(不一定是闭的)，并假定 C 是凸区域的 
边界. 证明: 是凸曲线. 

5. 设 C 是正則平面凸闭曲线.根据习题4, (7 的 内部兀是凸集.设 
Pd 6 K , p 。 车 G , 

a. 证明 :连接 孙和任 意点？ €<?的直线 ，在？ 点不与 <7相切. 

b. 由 a 推出, C 的旋转指标等于 C 关于 p a 的环绕数. 

c . 由 b 推出下列事实的一种简单证明:凸闭曲线的旋转指标等于 ±1. 

6. 设 a:[o,q->R 8 是以弧长为参数的正则闭曲线.假定对一切 se[o,q, 
0¥=|fc(s)l<l . 证明且2=鈿时 a 为平面凸曲线. 

7. (平面曲线的 Schnr 定理〉 设％ [0, 和 S: [0, i]->R 3 是两条以 

弧长作参数的乎面凸曲线，两者具有相同的长度分别用 * 和&来记 
<* 和 S 的曲率，并分别用 d 和3记 0( 和3!的 弦长; 即， 

d(s)=|a(s)-a(0)|, a(s.)=|S(s) -a(0)|, 

假定 Ks)>S(s), s€〔o, q. 我们要证明火 s)<3( s ), s e[o, q (也就 
是，若我们把曲线拉直,它的弦就要变长)，■并且等号对任 s s [0, z] 成立 
的充要条件是，这两条曲线相差一个刚体运动.我们指出，这条定理能 
推广到是空间曲线的情形,它还有许多应用.比较 S. S. Chern [10]. 
下列的纲要或许会有帮助. 

a. 固定点 s = Sl . 把两 条曲线 a (s) = 0K S ), y ^ s )), 在 00 = (5( S 〉， 
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5 ( 3 )) 都放到下半平面 y < 0 中去，使得 06(0), a ( 5l ), S (0) 和 a ( Sl ) 
落在 a 轴上，并且 5( Sl )>5(0)( 见图5~41),设 So e 

[0, 能使《'0。〉与 a :轴平行.选取函数 8 { s ), 它可微地测 定了® 
轴和 &( s ) 的交角，并有 6^ o )=0. 根据凸性证明： — or <6>< cr . 

b . 设自 ( s ): 是： T 轴与 3'( s ) 所成角度的一种可微分的测定方 

式.（注意， 《( h ) 可以不平行于 * 轴. ） 证明： dcs )< e ( s ), 并利用 
a 得出 

心 )=f: cosWsMsssJ。 1 COS <5(ii). 

等式的情形，只要把你的证明步骤倒回去，并且利用平面曲线的唯 

—性定理. 

8-(平面曲线的 Stoker 定理）设 a : 是以弧长为参数的正则平面 

曲线，假定 a 满足下面的条件： 

1. «的曲率严格为正. 

2- lim 也就是曲线沿两个方向都向无穷远 延伸. 

3. tx 自身不相交. 

这道题的目的是 证明: a 的全曲率 <5 r . 

下面的提示可能会有助于证明.假定全曲率 >兀而<*自身不相交. 

用下列的步骤来导出 矛盾： 

8. 证 明：存 在两点，比如是 P = a (0), 尸 a ( Sl )， Sl >0, 使得分别在点 p , 
g 的切线 r P , t 相互平行，而且在弧 <( 0 , Sl )) 中不存在平行于 
的切线. r 
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b . 证明：当 s 增加时， ot ( s ) 在一点，比如 r ，与 T t 相交(图 ^42). 
e- 弧 0)) 必定与在 p 与 r 之间的--点 f 相交. 
d . 用一条自身不交的弧/3连接 r , S , 从而使《中的弧 ㉔ gr 成为一条 
闭曲线说明 C 的旋转指标 >2. 证明：这件事蕴涵自身相交， 
从而是个矛盾. 

*9. 设 [0, Z ]— 沪是球面沪={(% J /, 4找 3 ;护 + ?/ 2 + e 2 = l } 上的正则 
闭曲线.假定 a 以弧长为参数，并且其曲率 fc ( s ) 处处非零.证明 
^r(s)ds = 0. 

(上述积分，实际上是非平面曲线落在球面上的一个充分条件.这部分 
内容和有关的结果，见 H. Geppert, “Sopra una earaciterizzazione 
ddla sfera,” Ann . di Mat. Pura ed App. XX(1941), 59 〜 66; 以及 B. 
SegrSj “Una nuova caracterizaaxione della sfera/’ Atti Accad. Naz. 
dei Lincei 3 (1947), 420-422.) 
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我们已经看到 (14-6), Gauss 曲率恒等于零的正则曲面与平 
面局部等距.在这一节,我们将从它们在 R 8 中的位置这一观点来 
看这些曲面,并证现下列的整体性定理. 

定理 设 ScR 3 是 Gauss 曲率为零的完备曲'面.则 S 为柱 
面,或是平面. 

根据定义， 柱面是 这样的一种正则曲面过每一点 pe 夂都 
有唯一的直线 E ( p ) c：S (过^的母线）经过，使得时，直线 
B ( p ) 与或者平行，或者重合. 

在微分几何历史上的一个奇怪的事实是,在其发展过程中，上 
述定理却是较 g 才得到证明的.最初的证明是作为 P . Hartman 
和 L . Nirenbeig 的一个定理的推论给出的 （“Oil Spherical Ima ¬ 
ges Whose Jaoobians Do Not Change Signs ”， Amer . J . Maih . 
81(1959), 901 〜 920), 他们处理的是远比我们的情形更为一般的 
情况. 后来， S . Massey (“Surfaces of Gaussian Curvature 
Zero in . Euclidean Space”，Tohoku Math , J , 14(1962),73^79) 
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和 J . J.Stoker (“Developable Surfaoes in the Large ," Oomm . 
Pure and Appl . Math . 14(1961), 627 〜 635) 分别得出了这条定 
理的初等且直接的证明.我们在这里给出的，是经修改的 Massey 
的证明.应该指出，在 Stoker 的文章中还有一条稍作推广的定 
理. 

作为开始,我们先来研究零曲率曲面的一些局部性质. 

设 SczR 3 是 Gauss 曲率1三0的正则曲面.因为 
这里的匕和匕是主曲率，所以 S 中的点或者是抛物点，或者是平 
点.我们用 P 来记占中乎点的集合，而用 U - S - P 来记 S 中抛 
物点的集合. 

P 是 S 中的闭集.事实匕， P 中的点满足平均曲率 = Y 

><(知+心)为零的条件.根据 H 的连续性， P 的聚点也具有零平 
均 曲率； 因此，它也属于 P . 由此可知 U — 是 S 中的开集， 

集合 P 与 U 之间关系的一个有益的实例，在下面的例子中给 

出. 

例 1考虑开的三角举 ABO , 且在其每一边上加一张母线与 
给定边平行的柱面(见图 5-43). 可以有一种方法，使这样构造出 
来的曲面是正则曲面.例 
如，为了确保沿开线段 5(7 
的正则性，只要使带状柱面 
BGDjE ? 被垂直于 J 50 的平面 
截得的截线具有形式 

eXp (-去） 

就足够了.注意，三角形的顶 
点為矣0和这些带状柱商 
的边等等，不属于 /S 
用这种方法构造出来的 曲面& 其曲率 IsO . 集合 P 由. 
去掉顶点的闭三角形 ABO 组成.注意， J 5 是 S 中的闭集，但是， 
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它不是 R S 中的闭集.集合 t / 由这些带状柱面的内点组成. 过 U 
中的每一点，总有唯一的、与尸决不相交的一条直线通过. P 的 
边界由开线段2足 J 5 C ? 和构成. 

下面我们将 怔明， 这个例子中的有关性质在一般情形中也会 
出现. 

首先，设 P 6 M . 因为 P 是抛物点，点的主方向中有一个是 
渐近方向,而且在 P 点再也没有其他渐近方向.我们要证明，经过 
P 的唯一的渐近曲线是直线段. 

命题1设曲面"的曲率 IsO .那么，经过抛物点 pSJJcS 
的唯一渐近线，是 S 中的(开)直线段. 

证明因为？不是脐点,可以用2(% Z 来表示 P 的一个 
邻域 Fe % 使得坐标曲线是曲率线.假设《 =常数是渐近 曲线； 
也就是，它的法曲率为零. 然后, 根据 Olinde Rodrigues 定理 
(§ 3-2, 命题 4), 沿它=常 数有队 =0. 因为过邻域 F 中的每一 
点，有曲线 t = 常数通过，所以关 系式见 •=() 对]/中的所有点成 
立. 

由此可知在 F 中 

H ^> tt =< X U) + 凡 >=0. 

因此， 

<^,Ny =史0), ' ⑴ 

这里的是仅含 < 的可微函数.将 CO 式关于 w 微分，有 

< x , 札 WW . ⑶ 

在另一方面, n v ^ n 垂直，且由于 r 中点为抛物点, i \ T e 不为 
零.所以，#和是线性独立的.而且，在 r 中有 

0 . 

现在我们看到，沿曲线_常数 H 向量 #( M ) = J \ T 0 , 且舄 
( M ) = ( i ^) D = 常值.这样一来，等式 (1) 就蕴涵曲线1(«, « 0 )落 
在与常值向量垂直的平面上，而等式 (2) 则说明这条曲线属于 
正交于常值向量 （ i ^ c ) 0 的平面.所以，这条曲线就含在两张平面 
的交集中（这个交集存在是因为 W 。 和 ( N v ) 0 线性独 立)； 因此，它 
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是一条直线段.证毕. 

注1=0的条件，对上命题来说是不可少的.例如，旋转环 
面的顶部平行环,是由抛物点组成的渐近曲线，但它不是直线段. 

现在我们来看看，当延拓这条线段时会发生些什么情况.下 
面的命题说明(参见例 1), 延拓线与集合 P 不 相交; 或者它“终止” 
在汉的边界点上，或者它不定地留在 W 中. 

为方便起见，采用下面的术语，过点 pe 及的一条渐近曲线称 
为极大 渐近线 ，如果它不是某一条经过 P 的渐近线的真子集. 

命题 2( Masaey ， 见上面的引文） 设曲面汶的曲率反=0, r 
是经过抛物点？^ UczS 的极大渐近线,并设 PcS 是及 中平点的 
集合，则 rnP =0. 

命题2的证明依赖于下面的局部性引理，为此要用到 
Mainardi-Oodazzi 方程(参见 § 4-3). 

引理1 设曲面 S 的曲率为零，： P 是 S 的抛物点.设 * 是经 
过沪的渐近曲线的弧长，. 并设丑 =丑(8)是沿这条曲线的平均曲 
率.那么，在 ▽ 中成立 

备 (i) =(K 

引理1的证明 在少的邻域 FCZ 17 中引入坐标系 （ M , «), 使 
得坐标曲线是曲率线，并使曲线《=常数是 r 中的渐近曲线.设 
e , f , g 是这种参数表示下的第二基本形式的系数.因为/=0,且 
曲线^ =常数， =«( s ) 必须满足渐近曲线的微分方程 

傀 ) 2 o ⑼、 

我们得到 e = 0. 在这些条件下，平均曲率 E 就为 

卜 (3) 

把 F=f = e = 0 的值代入 Mainardi-Oodazzi 方程 （§ 4-1, 等 
式 (7) 和 (7 a )), 我们得到 

0 =持,％=4令， 


⑷ 
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由 (4) 的第一式可知，五 《 = 0. 于是 £==£(«) 仅是《的函数.所 
以，可作参数 变换： 



我们仍用 M ， 《来记新参数.现在 M 就度量了沿曲线《=常数的弧 
长，从而丑 =1. 

在新的参数表示下 (p = 0, _B = 1), Gauss 曲率的表达式为 

■^= -^^(* v / «) uu = 0. 

所以， 

v ^ = Ci ( w ) M + c 2 0 y )， (5) 

式中的以00和 c a («) 仅是 w 的函数. 

另一方面， （4) 中的第二个方程可写成(分孕 0) 
ff u _l G u _ (Vg), 
g 2 ^eVG V 豆 ， 

因而， g ^ c s ( v )^ G , (6) 

这里的 c 8 ㈠ )是 r 的函数.把等式 (5) 和 (6) 代入 (3), 我们得到 




C S (V) s/ Gr 1 

Vff 7? _ 2" 


CsO ) 


C! (. 咖 + « 

最后,回忆起 M = 并对上式关于 * 微分,就有结论 


Kih 0 . 


证毕. 

命题2的证明假定经过 p 点、以弧长为参数的极大渐近线 
r 含有点 g ^ P . 因为 r 连通为开集，所以就有 r 上的点％它 
对应 f s 。, 使得 P , 且 r 上满足 s < s 0 的点均属于 
另外，由引理1我们已知道,沿 r 当 s< 8o 时有 

丑 (S)=_ ^T ， 

式中的(?与&是常数，因为平均曲率在 i * 中的点上为零，我们得 

m … 
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丑（仰）= 0 =^ 丑00=^^^ 

这个矛盾就证明了命题.证毕. 

现在设 Bd(t/) 是 C7 在 S 中的 边界； 也就是说， Bd(C7) 是点 
的集合，使得 P 在&中 的每个邻域都含有?7中的点和 
"=尸中的点.因为 U 是 S 中的开集，所以 Bd(C/)c:P. 而且，由 
于边界点的定义关于 U 和是对称的，我们便有 
Bd(C/)=Bd(P). 

下面的命题说明（恰好与例1中一样)，集合 Bd(CO -Bd(P) 
是由直线段组成的： 

命题 3(Maasey) 设曲面占的曲率亙=0, peBd(U) cz8 
是这个曲面的抛物点集合V的边界点.那么必有唯一的开直线 
段 a(p)oS 通过 .p 点. 而且 ，<7(p)c;Bd(f7) ; 即，的边界由直线 
段构成. 

证明设 》6Bd(C 0. 因为 jd 是7的极限点，所以能选到序 
列{料},科€ 17,使 p„=p . 对每个 p„ ，设 CKp„) 是经过 p n 的唯 

—极大渐近曲线(开直线段 ）（ 参见命题 1). 我们将证明，当扣— 
oo 时，<7(?0的方向趋向于一个不依赖序列 {pj 选择的确定方向. 

事实上，设2 CR 3 是 p 附近充分小的.球面.因为球面2紧 
致，（7(%)和2的交点{办}至少有一个聚点这时？的对经点 
也同样是聚点.如果除了 g 和它的对径点以外，存在另一个聚点 
r, 这时经过任意接近的 两点料 和抑*，就会有渐近线0(!>，•）和 
a( Pfn ) 通过，它们的交角会大于 

0 = 4 角度 (pg, pr). 

这与渐近线的连续培是矛盾的.由此可知，直线 0(^) 有极限方 
向.用类似的论述方法可证明，这个极限方向，如前所述，与使 
lim p„=p 的序列{外}的选择无关. 

因为 0(20 的方向收敛，且 Pn~*P, 所以开直线段叫和)就收 
敛于通过 p 的线段 a(p)oS. 线段 G(p) 本身不会;退化成？)点. 
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不然的话，因为 0( 九） 是极大渐近线， p€*S' 就会是不属于 S 的 
C (典)的端点的聚点（参见命题 2). 根据相同的理由，线段 (7(3)) 
不含它的端点. 

最后，我们将证明 O0p)c=Bd(C /). 事实上，若就存 
在序列 

{?"}, q n eO ( Pn ) CU , 僮得 q n = q . 

这时，托 fUBd(C7). 假定 WBd(C 7), 则并且，由渐近方 
向的连续性知 ,C^p) 是经过 g 的唯一渐近线.根据命题 2 ,这就蕴 
涵这个矛盾的结论.因此， g€m(U), 也就是， C(2>)C 
Bd(10, 从而完成了证明.证毕. 

现在我们已能证明本节开头所述的整体结果 .. 

定理的证明 假设沒不是平面，则 (§ 3- 2, 命题 5)汉 就含抛物 
点.设以是 S 中抛物点的（开)集合， P 是占中平点的（闭）集合. 
我们将用 ini P 来表示 P 的内部,即具有整个落在 P 中邻域的点 
构成的集合. intP 是汉 中仅含平点的开集.所以， intP 的毎个 
连通分支就落在一张平面中 (§ 3-2, 命题 5). 

我们先来证明，如果？且 g ^ intP , 则有唯一的直线 
B(g)cS 经过 q 良， 而且两条这种直线或者重合,或 者不栉 交. 

事实上，当？€以时，就有难一的极大渐近线 r 经祺 r 是 
直线段（从而是测地线）且参见命騍1和命题 2 ).把 
孤长取作 r 的参数，我们看到 r 不是有限线段.不然的话,就有一 
条不能对一切参数值均能延.拓的测地线，这与&的完备性是矛盾 
的.所以， f 是整条直线 S(g), 并由于 WiB(g)cU. 
由此可知，当为 C/ 中的另一氣且辦丑⑻时， ^B(p)f]R(g) 
-0. 否则的话,在交点处就会有两条渐近线通过,这与已述的唯 
—性是矛盾的. 

另一方面，若 KBd(C/)=Bd(P)， 则（参见命题 3) 有含在 
Bd(CT) 中的唯一开直线段 经过？ 点.根据上®的论卑方法，这个 
线段能延拓为 整 条直线 獅 cM ( U } f 并且 如果 pQM ( U ), 
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p $^( gO , 则 iKp ) C \ R ( q ) = 0, 

显然，因为 J 7 是开集, 如果 17 而戒 Bd ( I 7), 那么 R(p)n 
R ( q )-0. 这样一来，在 intP = C / UBd ( tO 的每一点 .， 就有 
唯一的一条落在 / S - intP 中的直线通过，而且任何两条这样的直 
线或者相同，或者不相交.如果我们能证明这些直线平行，那么我 
们就有 Bd ( C 7) ( = Bd ( P )) 由平行直线组成，以及 int P 的每个连 
通分支是由两条平行线界定的平面中开集的结论.这样一来，经 
过每一点 inti 3 , 就有平行于公共方向的唯一直线 
通过.由此可知，在汉的每一点，都有唯一的母线通过，且这些母 
线互相平行，也就是说,如我们所希望的,《是柱面. 

为了证明经过 UUBd ([7) 中点的那些直线平行，•我们的做法 
如下. ^ geu \ jBd ( U ), 而 pec /. 因为汉连通，存在孤 《：[ o , 
幻-> &使得《(0) u ® 映照 exp P： ^(8.)->8 是覆盖映 
照 (§ 5-6, 命题7)'，并且是局部等距 （§ 5-6, 引理1的推论).设 
[0, q -> 巧⑹是£»的以原点 O 6 2 V 50 为起点的提升.对满足 
exp # ⑻ = 0((#) e ?7 UBd ( Z 7) 的每个 S ⑺，设是以 5(#) 为起点 
的及(《(*))的提升.因为 ex Pp 是局部等距， n 便是 R 0 S ) 中的直 
线. 


我们来证明当 a (« i ) # a (( a ), h , [0, q 时，直线和 a 

平行.事实上，若有 n 心则 

exp , (>) G (a ⑹）门 (a ⑹ ） ， 

这是矛盾的， 

到目前为止，当 a ⑺ eintJP 时，我们坯没定义过5(«(*)). 
现在就来做这件事.当 S ⑺满足紅 p , 办) -«(#) Gmt P 时，在 
我们过 S ( f ) 画一条乎行于刚才得到的公共方向的直线 
T . 显然有 exp ,( r ) dint P , 并且,由于 exp / O 是测地线, exp s ( r ) 
便是含在 S 中的整条直线.这样,对每个 i €[0, I ], 宣线 
都有定义. ' 

我们现在来证明，直线12(«⑴）， t ^ lO , Q 全是乎行线实际 
上，由通常紧致性的论证方法,可找到有限个开区间 A ，… ，厶来 
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覆盖区间 [0, y, 使得 S(io 包含在 5 ⑷， uei h 的邻域厂中，且 
ex Pp 在 R 上的限制是等距.现在看到，当虼妾 
«( i 2 ) 时, i ?〔 a ⑹）与 i ?.( a ( f 3 )) 平行.事实上因为 n , 与 a 平行， 
且 exp , 是 R 中的等距，所以开线段 H F 0 就与 exp . 
On , HD 平行；这说明直线 exppm - i ^ o ： ⑹和 exp^' {a = j 5( a ( f a )) 
有平行的开线段\因而是平行的.然后，把 [0, Z ] 分解为…， 

我们能一步步地证明直线丑(《⑴）全是平行的. 

特别地有，直线 B ( gO 平行于 ii ( P ). 若 s 是 tJUBd ( t 7) 中的 
另一点，则用同样的论述方法知， iKs ) 与丑(: P ) 平行，因此也与 
丑&)平行 • 这样一来，已经证明经过 i ^ UBd ( C 7) 的所有直线都是 
平行的，因而也就完成了定理的证明.证毕. 

§ 5-9 Jacobi 定理 

测地线 y 的基本性质 (§ K 性质 4) 是：当7上的二点 jo 和 y 
充分接近时，那么7使 P 和？之间的弧长极小化.这意味 奢少和 
?之间7的弧长小于或等于连结3> 到？的任何曲线的弧长.现在 
假定我们沿着从一点 P 出发的测地线 y 走.那么很自然地 会问： 
在多长的范围内测地线 y 能使孤长极小化.如在球面的情形，从 
一点出发的测地线(经线)一直到 
少点关于7的第一共轭点都是最短 
曲线（即直到 p 的对径点）.过了对 
径点，正像我们可以直观地从下列 
考虑看到的，测地线就木再是最短 
曲线. 

球面上连结两点 p 和？的测地 
线可被想象 成连% 面上给定两点 
的弹性线.当弧^小于半径线且 .. 图 S- 44 

点3> 和2保持 g 定，那么不增加其长度就不可能移动这条线.另 
一方面，当弧 G 大于半径线这条线的微小移动和？均固 
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定)就会“放松”这条线(见图 5-44). 换句话说， 当？ 超过 p 的对 
径点时,就可能得到连结到？的一些曲线,它们接近于测地线孤 
m 并且比这弧更短，显然,这远不是数学证明 • 

本节中我们将开始研究这个间题，并且证明 Jaoobi 的一个结 
果，它可大致描述如下.从一点少出发的测地线7,相对于7的“邻 
近”曲线,只到关尹 y 的“第一”共轭点才是最短的(更严格的叙 
述将在后面 给出； 见定理1和 2). 

为简单起见，本节中所论的曲面都假定为完备曲面并且测地 
线都以孤长为参数. 

, 我们需要一些预备的结果. . 

下列引理说明 r ,( s ) 中以 o €3 V ( s ) 为原点的一线段在措数 
映照 exp ,： T ,( S )— S 下的象(从出发的测地线)相对于 r , ⑻中 
连结上述线段端点的曲线在 exp P 下的象是最短的. 

更细致地说，设 

fGS ， u&T f ⑻， l~\u\^Q, 

且设 A [0, ⑻是八⑹中的直线,定义是 

r (*)-»«, *6 [0, 11 , 办-备 



圈 



§5-9 Jacobi 定理 


[ 413 ] 


设 [o, q— %⑼是： r, ⑹的可微参数曲线,满足 SCO) «= 0,5 A 
=岣若 s#0, 5(s)#0. 而且，设（图 5-45) 

«(s) = = 6xp„5(s) 及 7 (S) = exp^Cs). 

引理1在上述记号下，我们有 

1. 其中 K )表示对应曲线的弧长. 

加之，若 S(s) 不是 exp, 的临界点，€ [0, Q ,且若《和7的轨 
迹是不相同的，那么 

2. 1(a) >l(y). 

证明设 S( s )/|S(s) 卜 r, 且设 n 是乙⑻ 的单位向量，满足 
<7, n>=0. 在 AOS) 的基{ 7 ,蚪下我们能记(图 5^45) 
a' (s) ^cur+bn, 

其中 a=<S'(s), r>, 

b = <a'(s),ny. . 

根据定义 «'(*) = ( d exp P )5(,) («(«)) 

=a (dexp p ) a w (r)+b (dexp p )a (8) (n) 

所以，利用 Gauss 引理(见 § 0-6 引理 2) 我们得到 
<06’(8), a , (s)> = a 3 +c a , 

其中 < ;S =6M(^ exp P ) S ⑺ 0) | a . 

由此褥 <a(s), a (s))>>a 2 , 

另一方面， 

所队 

l (a) = ( 〈 a/ (8) , a' (s) > vs ds> |。《 ds 
-^-<a(s)> a(s)> V2 ds= |a(0 

这就怔明了第一部分. 

为证明第2部分,让我们假定 K«0 =K*y ). 那么 
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且因为 <«'(s), a!( S )y^>m, 

上式中等号对每个 [0, Q 成立.所以 

c = |6| ! (^ exp p ) S ( „( n ) | =0. 

因为 S(s) 不是 exp, 的临界点，我们有 6=0. 这样得到，曲线 G 的 
所有切线都通过的原点 0. 所以 S 是2^080中通过0的直 
线.因 S(0 =^(Z), 直线 S 和孓重合,这样就和《及 7 的轨迹不同 
的假定矛盾.从这个矛盾得到？(《)>!(?)，这就证明了第2部分 
而结束了引理的证明.怔毕. 

现在我们可以证明，如果一条测地线孤不包含共轭点,则它使 
孤长局部极小.更确切地,我们有 

定理1 (Jacobi ) 设[0,幻 — 見 7<0)=3)是无共轭点 
的测 地线； 即 ex P|)： T P (S) — S 在 %⑻的直线 $( s ) =8/(0),^ 
[0, 0 上是正则的.设 [ 0, i]x(-s, 是7的正常变分. 

那么 


1. 存在 S>0, 8<e, 使得若 —S, S), 则 

L(t)>L(0), 

其中是曲线心 [0, q — S 的 长度， h t ( s ) = h ( s ， t ). 

2. 又若 A* 的轨迹不同于氕那么⑼. 

证明 证明实质上在于说明对每个 (- S,S), 能将曲线心提 
升为几00的曲线&使 ^ t (0)=0, l t {V) =r(0, 然后利用引理 1. 

因为 exp, 在： T,OSO 中直线$上的点是正则的，对每个[0, 
I] 存在； (s) 的一个邻域仄使 exp, 限制于仄是一个微分 R 胚.邻 
域族 m, s e [o, z] 覆盖了 r([o, i]) } 且由紧致性，能取出有限 
子族，如 w …，、覆盖〒 （[0, a). 由此得到，我们能分割区间 
[0, H 如下 

0 = Si<Ss< … L 

使 r([«b Si+jD^Vb i = l, n . 因为 A 是连续的， [s 0 «» + :i] 是 

紧致的，那么存在 s,>0, 使 

S <+ J x (-a { , Si))c：exp 1) (C7'i) =r,. 

置 S = min(L S „). 对民（一 S , 5)， 曲线心 [0』— 汉可按 
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卞列 办法提升为 以&⑼ = 0 为起点的曲线心 [ o , 设 

«€ [« 1 , sj , 那么 

& W-eipjrXs ))， 

其中 exp 疒是 exp ,: [7：! — r ： i 的逆映照，再应用我们在覆盖空间中 
用过的技巧（见§ 5-6 性质2)，我们 能将& 拓广到任何冗 [< U ] 
而得到石 ( 0 = M ). 

用这种方法,我们得到 7 (s) = exp„ $ (s) ,及 /V(8) = exp f ^t(s), 
te (-8, S ), 且& ( 0 )= 0 , 7 i t ( l )^ y ( l ), 再应用引理； L 于现在情形 
就得到所要的结论.证毕. 

注 1 不含共轭点的测地线 7 ,相对于不在 7 邻域中的曲线可 
能不是最短.例如，在圆往面中，（它无共轭点)就会发生这种情况， 
读者从观察其上的闭测地线容易验证这一点. 

这情形涉及到共轭点只提供我们指数映照的微分性质，即在 
给定测地线附近的测地线“伸开”的速率.另一•方面,测地线的整 
体性质是被指数映照本身所控制的.即使当它的微分处处非奇异 
时,它仍可以不是大范围 1 - 1 的. 

会出现同样情况的另一例是椭球面(这次是单连通的)，读者 
可从 §6-5 椭球面的图（图 5-19) 看出. （ 

对于从少点出发的测地线在大范围 | 终止极小#质的点的轨迹 
(称为的 割迹)进行研究，在微分几何中对某些整体定理来说是 
极从重要的，但本书中将不作考虑. 

现在,我们来着手证明含有共轭点的测地线 ,7 不是孤长的局 
部极小曲线；即“任意接近于”7,总存在一条连结它两个端点的曲 
线，其弧长比 7 更短. 

我们需要一些预备知识，首先是将测地线的变分定义推广到 
分段可微的情形. 

定义 1 设 r : P >,!]— 汉是沒的测地线,并且设 
h ; [ 0 , I ] x (- 8 , 8)^S 

是连续映照,满足. 

h(sj 0 ) = 7 ( 5 ), s € [0, I ], 
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如果存在 [ 0 , 0 的一个分割 

0 = <Sa < •.. <5„_ 工 <8„ = Z 

使得 K [s <; , s i+J ] X (—e, s)-> 8, i = 0, 1, n — 1, 

是可微的，那么 A 称为 7 的分段变分.如果 A(0, 0=7(0), h ( l , 
*)=7(0 对 任何吒（一〜 s) 成立，则该分段变分称为是正 常的. 

现在；对 se [0, Z] 变分曲线 h t ( s ) 是分段可微曲线.变分向 
量场 F(s) = ( ak / et )( S } 0 ) 是沿7的分段可微向量场，即 r: [(U] 
—R 3 是在每个[心心: d 中可微的连维映照.如果对于 *€ [0, q 
有 <r(s) , /(s)> = 0,则分段变分 A 称为是正交的. 

用完全类似于 §8-4 性质1的办法，可以证明沿 y 的分段可 
微向量场 K 引出了的一个分段变分，它的变分向量场就是 K. 
并且，若 

F(0)-F(?)=0, 

那么变分可取为正常的. 

类似地,函数 A (-«, s)~^R (变分曲线的弧长)被定义为 

根据§ 54引理仁这+和式的每个被加项在 0'. 的一个邻域中是可 
微的.所以 j 在 （-S, S) 中是可微&如果 S 是充分的小. 

对 正常、正交的分段变分二孤 长的第 二挺分（£〃_(0))的表达 
式，完全和§3 -4 性质4旃得到一样，这很容易被验证，这样，如 
果 r 是沿測地线孕分段 1 可微向量场，满足 

<T(s), r , (s)>=0, [0, q, 并且 r(o)=F(o=o, 

那么双⑼ =_[:(〈!, 誓)-邱) <：r( s ),r (8) >；K 

顿在，设7:队及是测地线 i 且鉍必表示沿 y 的分段可 
微向量场的集合,它们都正交于％即如果 ve - r , 那么 < F («), 
■/( 8 )> = 0对 所有圯 [0, i ] 成立.注意， f 关于通常加法及实数 
数量乘法构成一个向量空间.以 

I(Fj W ' } = lo ((^ ^ ^S~) ~ K ^ <F ^ > W 
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定义映照 I : 必 X 火 — R , 其中 F , C 7. 

容易验证是对称的双线性 映照； 即 I 关于每个变量是线性 
的并且 KY, W) ^J(W, V). 所以， I 确定了 f 中的一个二次 
型 i ( r , r ). 这个二次型称为 7 的指标形式. 

注2测地线的指标形式由 M . Morse 引入，他证明了下列结 
果.设7<> 0 )是 7(0) =2) 关于测地线 ％ [0, A [0, 扎 
的共轭点.共轭点7(®。）的重教是 A ( s ) 中使 . ⑻ 一0 

对任何成立的最大子空间丑的维数.在向量空间 丑中二 
次型 Q : 丑 — R 的指标数是丑中使 Q ( w )<0, 的子空间厶 
的最大维数.在这样术语下 , Morse 指标定理可叙述如下：设 y : 
[0, U^ jS 是测地线，那么， 7 的二次型 I 的指标数是有限的，并 
且它等于在 7((0, ⑴中 7(0) 的共轭点数，每个共轭点以其重数 
相计算.这个定理的证明可在 J . Milnor , Morse Theory , Annals 
of Mathematics . Studies , Vol 81, Piinoeton University Press , 
Princeton , N . J .，1963 中找到. 

对我们，只需要下列引理. 

. 引理2设^是沿测地线7: [0, D — 汉的一个 Jacobi 
场，并且 re 广那么 

I{V,W)-{^(T) } (0), TF ⑼〉， 

证明 从 

Id ’〉+〈 1 D, 

我们可将 I 写成形式(见§ 5-4 注 4) 

1(7,w)^, F 〉 [- Wi s) )y, 

从 r 是正交于7的 Jaoobi 场知，第二项的被积函数为 0 .所以， 
I ( F , W(J))-(^~( 0 ), W( 0 )). 


证毕. 

现在,我们 稗证明 
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定理 2(Jacobi) 如果我们设 7 : [0, — 汉是 S 的测地线 

且设70。)€7((0,⑴是 7 (0) =p 关于 y 的共轭点，那么存在 7 
的一个正常分段变分 A: [(U] X (~8, 8)— 汉和实数 S>0, 8<8, 
使当 te (-3, S) 时我们有 iO)<L ⑼. 

证明因为7(卽)是 P 关于7的共辄点，存在一个沿7不恒为 
零的 Jacobi 场 <7,使得 J(0) =/( 80 )=0,根据§ 5-5性质4得 
到，对[0, q 有 〈/(s), y(s)>-o. 并且， （_ d / m ) ⑹ #o; 杏则 
/(s)=0. 

设；是沿7的平行向量场，满足；(*。)= -（似 M)(s<0, 且 
f ： [0, q — R 是具 /(0) =/(0 =0, /(so)=i 的可微函数.定义 
2(s)=/(s)z(s), s€ [0, Z]. 

对每个实数7?>0,定义沿7的向量场1% 

" "W^s)， 当 s€ [s 0 , Z]. 

r, 是正交于 7 的分段可微向量场.因 5%(0)=3%(Z)=0, 它引出 
了 7 的一个正常、正交的分段变分，我们来计算 L "{0) =i(r„ 
F,). 

对0到 So 之间的测地线段，我们将利用I的双线性和引理2 

得到 

厶.0 7 ”， i%) =工“(/ + v z , J +栌） 

m 1)^1,.^, 2)+ r ? a I ,.( 2 , «) 

= 2^-^(so), z(s 0 )〉+ ” 2 I,,( 2 , 2 ) 

=- 2i? I -^-(s 0 ) I + 7? a I„(z, 

其中 I,. 表示对应的积分限是从 0 到如。用I表示0到 Z 的积分 
且注意到积分是可加的,我们有 

I(F„F,) = -2r ? |^( So ) |% 作 0^). 

我们观察到 ，若力 = 77。充分小，上述表达式是负的.所以，取 
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我们将得到一个正常的分段变分使 i "( o )< o .因 i '〔 o ) = o , 
这意味着0是 L 的局部极大值点，即存在8>0使当圮 （-8, S ), 
f 畤0时 i (0< i (0). 证毕. 

注 8 Jacobi 定理是前面注2中所引的 Morse 指标定理的特 


殊情形.实际上，指标定理证明的关键点实质上是定理2证明中 
给出的想法的推广. 


习 题 

1. (Bonaet 定理） 设5 1 是具 Gauss 曲率瓦>3>0的完备曲面.根据 
S5-5 习题5,每条测地线 [0, 〜 iS 在区间 （0, Vn /I] 中有7⑼ 
的共轭点.利用 Jacobi 定理来说明汉是紧致的并且直径(005)<_ 

这给出了 §心4 Bonnet 定理的新证明).， 

2. (完备曲面上的直线） 对 测地线％ 汉 如果其上任两点间 

-的长度实现它们间的（内蕴)距离，则7称为 直线. 

a. 说明过完备的柱面 ^+t/ s =l 的每一点有一条直线. 

b . 假定汉是具 Gausa 曲率 K >0 的完备曲面.设％ ( - ”， oo)-> S 
是 S 上的测地线,且设 /(«") 是沿7的 Jacobi 场满足 〈J(0)， /(0)> 
= 0, |/(0)丨=1,及 J’(0)=0 .在 '。狀)取一个标准正交基{&(0) 
= 7'(0), e a { 0 )}, 将它们沿 r 平行移动得到2^狀)上的基{勿⑷， 
ea(s)}. 说明对某函数 m(s) 有 J(s)=fM(s)« s (s), 而 J 的 Jacobi 方 
程化为 


u"+ku=0, w(0)=l, m'(0) = 0. (*) 

0 . 将 S 5-5 习题 3 部分5>中的比较定理推广到现 在情况 . 利用兀>0 
说明能取充分小的梗 

«(8)>0, u(-8)>0, W’ （ S)<0, （一 8)>0, 

其中 < s ) 是 (*) 的解.将 0) 与 

U’’ （ S) = 0, W (8) = M ( S ), 1/(8)=« , (8)对3€[8,«>) 

及 M !'’（ S )=0, M (-8)= M (-8)， W ’（一8) = tt ’（一8) 对 s £ (-00， 一8] 

进行比较，说明如果 S 。 充分大，那么在区间（-如 S 0 ) 中有两 
个零点. 

d . 利用上面结果 证明: 具正仔叩明曲率的耷备曲面不含有直线. 
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§5^10抽象曲面及其进一步推广 


在§ 6-11, 我们将证明 Hilbert 的一个定理，它断言在 R 3 中 
不存在负常曲率的完备的正则曲面. 

实际上，定理还要更强一点.为了理解 Hilbert 定理的正确 
的叙述及其证明，引进抽象的儿何曲面的概念是方便的,它从下列 
考虑而产生. 

迄今为止，我们处理过的曲面是 R 3 中的点集，在它上面可微 
函数是有意义的.在每点 yes 我们定义了切平面 r , os ), 并且 
将 P 周围的微分几何发展为对变化的研究.但是，我们注 
意到所有内蕴几何的概念 ( Gatiss 曲率，测地线,完备性等)只依赖 
于在每个！^08)上内积的选取.如果我们能够抽象地定义一个集 
合（即不参考于 R 3 ), 使在它上面可微函数有意义，那么我们最终 
也许能将内蕴几何推广到这样的点集上. 

下面的定义是从第二章中归纳出来的结果.历史上，它的出 
现经历了相当长的时间，也许是由于在 R 3 的曲面定义中，参数转 
换的基本作用没有很清楚被理解所致. 

定义 1 抽 象曲面 （2 维微分流形）是一个集合 <9以及从 R a 
中的开集 i ^ c ： R a 到汉中的 1-1 映照族 U a — S , 满足下列 性质： 

2. 对 的每对 A ^ Z \ W ), 

^乂^^是尺 3 中的开集，并且 ZfoXA 是可微映照 
(图 5-46). 

( u a , x a ), P e x a ( u „) 称为 s 在 p 点附近的一个参数表示' 
(或坐标系)足>(匕)称为坐标邻域，并且如果 q - X a { u a , v a )€ S , 
我们说 (《„, %)是？在这个坐标系的坐标.族 { C / a , 工《}称为谷的 
崔分结构. 

从条件2立即得到“参数变换” ' 

Xj'oX.； X- x OV)^X^ (PJO 
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是一个微分同胚. 

注1有时对定义1加上进一步公理是方便的，即所谓关于 
条件1和2的微分结构是极大的.这意味着满足条件1和2的任 
何其它族也已包含在族之中. 

将上述定义和 R 3 中的正则曲面的定义 （§ 2-2 定义 1) 相比 
较,说明主要点是在抽象曲面定义中包括了参数变换的规则(它对 
R 8 中曲面是一个定理,参见§ 2- 3性质 1). 因为这是使我们能在 
R s 中的曲面上定义可微函数的性质(见§ 2-3 定义1)，我们可置 

定义2 设沁和是二张抽象曲面.映照也札在点 
是可微的，如果在夺(於周围给定一个参数表示 F : FCR S 

存在2> 点附近的一个参数表示工： C / cRb 氏使 《 KZ ( C 7)) 
C 2/( F ) 并且映照 

p ^ o ^ oXox - 1 ^) CR 2 -> R * (1) 

在 1^(2)) 点是可微的.如果沴在每点是可微的，那么珍 
在私上是 可微的 （图 6-47). 

显然，根据条件 2 ,这个定义是不依赖于参数表示的选取.映 
照 (1) 叫做 分在参 数表示 I , F 下的 表示. 
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这样，在抽象曲面上，说可微函数是有意义的，我们已经朝内 
蕴几何的推广走了第一步. 

例1设沪={(% % 是单位球面，且 

设 A 炉—妒是对径映照，即 y，%Wn -*!). 设 
P s 是从沪借助于等同 P 与 A ( p ) 而得到的集合,而且巧沪 — 尸 
表示自然映照 < P ) = {； P , A { f )}. 用坐标系1« U a — S a 覆盖 


S 2 , 且满足 X ,( U a ) fU 。 叉 ( W ) =珍 从※ 是正则曲面及4是微 



分同胚的事实得到 P s 在族 
{ U a , 下是抽象曲面， 

仍记为 P a . 它叫做实射影平 
面. 

例2设 rc R 3 是以 
(0, 0, 0) SR s 为中心的旋 
转环面 （§2- 2 例4),设木 


m 5-48 T42 7 由 A(x, y, 


— y , — z ) 所定义（图 5 -鄉.设 ■£： 是 r 在等价关系 p 〜4(於 
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下的商空间且用 A? 7 —iT 表示映 A(y)}. 用参数 
表示X。， R — I 7 覆盖 T, 且满足 I a ((7 a ) rs 丄尤〆％) = 0.和 
前面一样，可以证明 f 在族{仏， ^>X a } 下是抽象曲面，它称为 
Klein 瓶. 

现在我们要使抽象曲面 S 上每一点对应一张切平面.利用 
我们在 R 3 中曲面的经验仍是有益时 (§ 2-4). 那里，某点的切平 
面是切向量的集合，该点的切向量被定义为曲面上曲线在该点的 
速率.这样，我们必须定义什么是抽象曲面上曲线的切向量.因 
为没有 R 3 可依靠，我们必须寻求曲线切.向量的不依赖于 R 3 的特 
征. 

下列的考虑产生了后面要给出的定义.设 (-6, 6)^R 2 
是〒中的可微曲线， 《(0)=p. 记《(#) = («(0, V⑹，设 (-6, 
8) 以及 《'(0) = (M'(0), 1/(0))=W . 设/是定义在 P 点邻域中的 
可微函数.将/限制于《且记/关于《；的方向导数 如下： 

O) - 1 一 伞+!土）| 

dt lt:o \du dt dv d.t J \ t;o 

={ w '(o)X}/. 

这样，沿向量 w 的方向导数是一个只依赖于 w 的作用在可微函数 
上的算子.这就是我们要找的切向量的 特征. 

定义 3可微映照《:(-〜 s)4 汉称为 S 上的一条曲线.假 
定 a(0)=2) 且设 D 是 S 上在3> 点可微的函数的集合.曲线《在 
f = 0 的切向量是函数《' (0):2)— R, 定义为 

在点 p€s 的切向量就是某条曲线 (- s, e) S, a(0) =p 在 
f = 0 的切向量. 

在点 ()〉 附近取了参数表示 I : V —& 函数/和曲 
线 《在1 中可分别表示为 /(w, W 和 <*)). 所以 

<*’( 0 ) (/) = 备 (/。《) | f=0 = 去 (’ ( m (A ■^ ⑹ ) 卜 =0 
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⑼ ( f )。 刪⑶. 

+'( 0 )(1)。+， ( i )。} ⑺ 

它启发我们,在沪周围的 (《, W 坐标下，可用表示2> 点的一 
个切向量,它将函数/映照成对符号(以咖)。可作类似的 

解释.我们指出，（0/加)。和00/制.可分别解释为“坐标曲线” 
u-* X(u, 0),v~* X(0, v) 

在 P 点的切向量（图 5-49). 



从上面讨论可以着到， P 点切向量作为通常函数的微分算子 
的集合是二维向 量空间称为汶 在 p 点的切空间.显然， 
P 点附近参数表示 X.U-*8 的选取对中任意一点确定 
了心⑷的一组对应的基{(0/_ 4 : (d/dv),}. ^ 

有了切空间的概念,我们就能将微分的定义推广到抽象曲面. 
定义4 设的和 &是抽象曲面，也私―&是可微映照.对 
每点％ 艮 及每个硏€%(&)，考虑可微曲线(- 8 )->^, 
置㈣。 a. .由⑻给出的映 
照坤,:^(^)-> T, (f ,(S a ) 是有明确定义的线性映照,称为令在安 
点的微分. 

为有意义及线性的证明和§24性质2的证明完全相 
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同. 


现在,我们到了推广内蕴儿何的最后一步. 

定义5 几何曲面 （2 维 Rieinann 流形）是一个抽象曲面汉 
再加上在每个切空间 r , OS ), 取定了内积 <,> P , 这些内积又 

随按下列意义可微地变化.对 P 点附近的某个（因此也就是所 
有）参数表示函数 

丑(峰 〈 U , 

在 c / 中是可微函数.内积<,>通常称为汉上的 (Riemami) 度量. 

现在,将内蕴几何的概念推广到几何曲面就很简单了.确实， 
有了函数我们用§ 4- 3 方程组 2 来定义 Ohristoffel 符 
号.因为内蕴几何的概念全都是用 Oliristoffel 符号来定义的，这 
样它们也就在 S 中有了定义. 

因此，沿曲线向量场的协变导数由方程 (1) 给出.平行 
移动的存在性从§ 4-4 命题2得到,而且，测地线是其切向量场的 
协变导数为零的曲线. Gauss 曲率可以由 §4-3 方程 (5) 定义，或 
如在§ 4-5 所做的一样,用平行移动来表示. 

从下列考虑可以看到，这样一来引进了某些新的有趣的对象. 
我们将从和 Hilbert 定理有关的例子开始. 

例3设汉 = R a 是以 (《, 切)为坐标的平面，在每点 ff = ( u , «) 
GR 2 以 








: P=0 



定义一个 内积. 以及这个内积构成一张几何曲面#，称 为双曲 
平面.五的几何和杈 8 的通常几何不同.例如， *5 ■的曲率是 (§k 
3习题 1) 
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实际上，丑上的儿何正是 Lobachewski 非欧几何的模型,其中，欧 
几里得所有的公理,除了乎面公理都成立(见§ 4 - 5 ). 为更淸楚说 
明这一点,我们来计算丑的侧地线. 

如果我们考察 E = l, F=0 时测地线的微分方程 (§ 4 ~ 6 ,习题 
2 ), 我们立％看到曲线常数是测地线.为找另一“测地线，以 
伞 e _ u ) 定义映照 

S = y)G ^ a ； 2/ >0}, 

容易看到令是可微的，并且因为 2 /> 0 ,它有可微逆映照.这样 ，0 
是一个微分同胚，且由 

<d<f>(Wd> d<i>(w 2 )y, w =<w 1> w,y 9 

在 fn 中能定义一个内积.为计算这个内积,注意到 

d _ e a . 

H 矿- e 念， 

所以， 

〈I I 〉一 H 音〉 

- 0 , iw H 

具这个内积的 R 2 + 是和 H 等距的，它有时称为 Poinoap 4 上半平 

面. 

为确定丑的测地线,我们在 Poincar 6 上半乎面上进行，且再 
做两次坐标变换. 

首先，取定一点 Oo , 0 ) 且置（图 5 - 50 ) 

x~Xq-=p oos 6, y^p Bin f) r 

0<e<^ 0<p< + OO .这是 R 2 + 到自身的一个微分同胚，且 
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/ d d \„ 1 

再考虑 Rl 上的微分同胚(我们想改变0，使之成为沿常数上 
的弧长参数） 

它给出 

\d Pl J d Pl / P ishi 2 9 , \dpi } mf 

• 0 , 〈去 -Jr)" 1 * 

再考察测地线微分方程7=0, G ^ iy , 我们看到常数是 
测地线.（找中测地线的另一方法在习顧8中给出 .） 

综合以上规察，我们#到结论,垂直于®轴的直线以及上半圆 
是 P 0 incar6 上半平面 R 2 + 的测地线.它们是珩上的所有测地线， 
因为通过每一点？ GR S + 以及从？出发的每一方向，或者通过一个 
切于这方向且垂直于 y-o 轴的圆或者通过一垂直线(当给定的方 
向垂直时). 

几何曲面 R 2 + 是完 备的； 即测地线能对参数的所有值有定义. 
这个事实的证明留怍练习（习® 7;也见习踵 6). 
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容易看出，如果我们把 E 中的测地线定义成直线，那么欧几 
里得的除平行公理外的所有公理在这个儿何里都成立.在欧氏平 
面 P 中的平行公理说，从直线外一点只能作唯一直线 7 'CIP 
与7不相交.实际上，在中不在某测地线7上一点我们可作无 
限多条测地线与7不相交. 

那么产生一个问题，在 R 3 中能否找到这样的正则曲面.从这 
个问题自然导致下列定义. 

定义8对从抽象曲面《到 R 3 中的一个可微映照扣 R s , 
如果它的微分<?如 T v (8) - > r P ( iJ 3 ) 是 1- 1的，那么令称为浸入. 
而且，如果 S 有度量 <,> 并且 

術 d < j > r ( wKv } wy r , % we t 9 ( S ) 

那么 4 称为等距浸入. 

注意，上述关系中的第一个内积是 R s 中的通常内积，而第二 
个内积是 S 上的 Hiemann 度量给出的.这意味着在等距浸入中， 
R 3 在 S 上“诱导”的度量和 S 上原来度量相一致. 

准备在§ B -11 中证明的 Hilbert 定理说，完备的双曲乎面不 
能等距浸入到 R 3 中去.特别地，在妒中不可能找到正则曲面作 
为 Lobaohewski 几何的模型. 

实际上，没必要将我们自己限制在 R 3 中.当我们将 R s 换成 
R 4 或更一般的时,上述等距浸入的定义完全有意义.这样，我 
们能将开始的问题提得更一般， 即问: 对什么％使完备的双曲平 
面能等距地侵入到 R n 中去？ Hilberii 定 理说™ >4. 就我们所知 
抑= 4的情况还未解决[注] 、 

因此,抽象曲面的引入带来了新的课题也使我们能更深入地 
考察重要的问题. 

这一节的其余部分，我们将更详细地研究刚才引进的想法并 
说明它们如何自然地导致 进一步 的重要推广.这部分对理解下一 
节不再是必须的. 

让我们看一些进一步的例子. 

~[注]龙备的 双曲平 ar 能等距 s 『巾.——译者注 
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例 4 设 R a 是以 k 幻为坐标的平面, T mtn 是 R » — R » 的映 
照（平移），定义为 J /) = (£ E + m , 其中 TO 和《是整 

数.在睽 8 中定义一种等价关系，如果存在整数％ 

女 )= (%約)，那么 (®, y ) 〜 扒).设 J 7 是酽 在这种等价关系 
下的商空间，沉是 R 3 — r 的自然投影映照，定义为!= { T m>n 
( P >, P ) i 对所有整数％ 4. 这样，在每个顶点具整数坐标的开单 
位正方形中，只有？ 7 的一个代表点，而且 r 可看作对边被等同起 
来的一个闭正方形，（见图 541. 注意，由 * 表示的酽的所有点 
代表 r 中的同一点 p .) 

设心 IJaCR 3 — R 2 是 W 的参数表示族，其中 i 是恒等映 
照,对所有叫 m 使 u a nT mi < /、 u a )= 伞.因为 r _ 是微分同胚，容 
易验证族 OJco 心匕)是 r 的微分结构. r 称为(可微)环面.从刚 
才 r 上微分结构的定义可知，〜 R a — t 是可微映照并且是局部 
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微分同胚(在图 5-51 中所做的结构表示, r 微分同胚于 R 3 中的标 
准环面). 

现在，注意到是 r 2 中的等距映照且在 r 上引进几何 
(Riemaim) 结构如下.设 Z 7 和④6 r p (r). 设的， ？3 €R a 及 
Wi, w 2 eR a 使得 ar(gi) =<wig z ) =p duv^Qwi) =d% q ,{w 2 ') =v. 5P 
么〜办;所以存在 r m , n 使 T m<n (q^) =q Z) £?(r m , n ) Sl (Wi) =w 2 .因 
匕,》是等距 ，I 处卜卜丄现在， «r P (r) 中定义 w 的长度为 M 
= l^a,(^i)|. 从此可见,它是有意义的，显然,对任何 2>e r 这产 
生了 ACT) 上的一个内积<, > P . 因为它实质上是 R s 上的内积且 
m 是局部微分同胚, < , >,随 p 可微地变化. 

观察到 r 的第一基本形式的系数在{17~ 的任一参数表 

示下是丑=沒=1, F=d. 这样，这个环面在局部就像欧氏空 
间.例如，它的 Gauss 曲率恒等于零(见 §4-3 习题 1). 这就是平 
坦环面这个名称的来源,它通常指赋于刚才描述的内积的 r. 

显然，平坦环面不同能等距 浸入到 R 8 中去，因为，由紧致性， 
它应该有一正曲率的点(见§ 3-3 习题16或§ 5-2 引理 1). 但是， 
它 能等距 浸入到 R 4 中. 

事实上，设巧 R a — R % 定义为 

F(x, y) ― (cos 2m;x } sin2mx, cos sin 2?rj/). 

因为对所有整数%有 F ( x + m , y + n )- F { x , y ), 所以我们能 
用 < Kp )= p ( sO , 托兀- 1 ^来定义映照屯 r —R' 显然加 = 
F 且因为％ R a —!T 是局部微分同胚，辛是可微的.并且#的秩 
等于 d# 的秩，容易验证其秩为 2. 这样,命是一个浸入.为看出 
浸入是等距的，我们首先注意到如果办=(1, 0乂 « 2 = (0, 1) 是酽 
中规范基的二个向量，那么向量《^(«1)=九 dcrM =/ 2 , R 2 
构成匕⑻ CT) 的一组基.根据 r 上内积的定义， <A 力> = <知心>, 
( 卜1, 2. 其次，我们计算 

= dF (ei) = (—sin 2mx } cos2jra;, 0, 0), 
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= dF (e a ) (0, 0, — sin 2 m:y, cos 2 ay), 

坦得到 < dF ( ed , dF ( e } )y = ie h e ,> = <A 

这样， <#(/«), #(/』)>- 〈娜崦 ⑷)， 

#(如 (《/))> = 〈九 /). 

这就得到$是等距浸入,符合我们的断言. 

应该指出，一个浸入如占 -> R » 的像 4>(8) 可能自身相交•在 
上述例中，办 T — 是 1-1 的,并且必是到它像上的 同胚. 为方 
便应用下列术语. 

定义7设汉是抽象曲面.可微映照也 S — R " 如果是一个 
浸入并盅是一个到它像上的同胚,那么夺称为嵌入. 

例如， R 8 中的正则曲面的特征是抽象曲面占在嵌入仓 S — 
R 3 下的象.这意味着只有那些能嵌入到 R 8 中去的抽象曲面，才 
能在前面研究的把中正则曲面中 找到. 这个很强的限制性能在 
下面例予中看到. 

例5我们首先注意，可定向性的定义(见§ 2-6 定义 1) 不必 
改动一个词就能被推广到抽象曲面.现在考虑例1中的实射影平 
面 P 2 . 我们断言•? 2 是不可定向的. 

为证明这一点，先作下列一般的观察.只要抽象曲面这包含 
一个微分同胚于獅 biusS (§.2-6 例 3) 的开集札它就是不可定 
向的.否则，存在一族覆盖占的参数表示,它们的坐标变换有正的 
Jacobi 行 列式; 这族参数表示在 M 上的限 
制将诱 导览上 的一个定向，这是不可能 
的. 

现在， P 2 是从炉等同对径点而得到. 

在沪中考虑其中心在半赤道上的开经线 
段组成的薄带 B (图 5-52). 在等同对径 
点后， 5 显然成为一个 P 2 中的开 Mobius 
带.因此: P 2 是不可定向的， 

用类似的讨论，可以说明例2的 Klein 瓶也是不可定向的. 



图 5- S 2 射影平面包含 
Mabins 带 
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一般地，只要正则曲面 SczR ^ 关于 R 3 的原点是对称的，等同对称 
点就产生一张不可定向的抽象曲面. 

可以证明，在酽中的紧致正则曲面是可以定向的（见§ 2-7 
注 2). 这样， P 2 和疋不可能被嵌入到并且对如上所生成的 
紧致不可定向曲面会发生同样情况.因此，我们失漏了 R 3 中相当 
数量的曲面 [ M . 

但是， P 3 和瓦能嵌入到 R 4 中去.对 Klein 瓶 if 考虑映照 
&： R 2 —" R * 如下 

G ( u , d) =((r cosu+0) cos m, (r cos-y+^sinw, 

Win 柳 sin T) 

注意到仔(《,史 ） = 沒(^+ 2 饥!71：, 2 mv + v ) , 其中 m 和抑是整数.这 
样,从正方形 

[0, 2 sr ] X [0, 2 ot ] czR a 

出发，取一组对边，先将其中一边关于这边的中心反射，然后等同 
它们及另一组对边，从而得到一个空间，那么，沒诱导了这个空间 
上的一个映照少（见图 6-53). 要知道这就是如例2所定义的 
Klein 瓶也可这样来看，去_掉_开的一半，然后等同对径点，注 
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意到两种过程都导致同样的曲面（图 5-53). 

因此，巾是瓦到 R 4 的映照.还观察到 

G-(u+ 4 mjv, -y+ 2 w. 7 F) v ), 

由此得到(？ = </>。町。®, 其中％ R a ->T 实质上是到环面 J 7 上的自 
然投影（见例 4) ,并且呵： T -> K 对应于等同 T 中的“对径点”. 
根据 y 和I上微分结构的定义， 9T 和吻是局部微分同胚.这样 
也 Z -> R 4 是可微的 5 并且的秩和 3(? 的秩相同.而容易计算 
说/ 的秩是2;所以：是一个浸入.因为 J5： 是紧致的且少是 1-1 
的，还容易看出屮一 1 在 *KK) 中是连续的.这样，巾如我们希望的 
是一个嵌入. 

对射影平面 P 2 』 考虑映照 A R 3 R 4 

Fife, y, 2 ) = (^-y a , xy, cm, ye). 

设炉 c;R 3 是以 R s 原点为中心的单位球面.显然限制映照命=» 
••满足々(2>)=珍(一 P). 因此，洽诱导了一个映照 
長 P 2 —R' 

它的定义为 0({ft —P})=0(P). 

为看出 0( 所以 而 是浸入，考虑 S z 的参数表示 X 
y ) = (*, y , +^-^- y 31 ), 

其中那么 

<poX [x, y) = (cc 2 —y 2 , xy, xD, <yD), D = \/l — ay i —y !> , 

容易验证的矩阵的秩是 2. 这样，多是浸入. 

为看出；是 1-1 的，置 

疋 2 —^ 3 =a , xy-^b } m = c P y%=& ( 2 ) 

只要证 明，在条件 #+2/ a +d = l 下，上述方程只有及 
{一< 0 , — y , —幻形式的解.事实上，我们可以记 
a^d=- be, y^o^ld 9 

2 2 6 = cd ? x z —y 2 =a, (3) 

a ^+2/ s H -^ = l , 

其中头三个方稈来自（2:>的后三个方程. 

现在，如果6, G d 之一非零，那么 (3) 中的方程将给出 
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和 A 并且一旦给出其中一个坐标的符号,其余二个坐标的符号将 
由 （2) 中方程所确定.如果 (2) 中的方程和 (3) 中最 
后一个方程说明确好有二个坐标为零，而余下的坐标是±1.不 
管那种情况，解有所要求的形式,并且多是 1-1 的. 

由紧 致性乂 是嵌入,这就结束了本例. 

如果我们回过来看抽象曲面的定义，我们看到维数2不起实 
质性的作用.因此，我们能将那个定义推广到任意％正像我们将 
看到的，这可能是有用的. 

定义 la n 维的微分流形是集合 if 以及从开集 RczR - 到 
M 的 1-1 映照族 CT a -> 札 满足 

1. yx a (Z7 a )=lf; 

2. 对每对使以 
及是 R » 中的开集，而且 x ;、 x B 是可微映照； 

3. 族 { U a , XJ 关于条件1和2是极大的. 

满足条件1和2的族{17«, 称为 M 上的微分结构.在 If 
上给定了微分结构,我们容易使之变成极大,只要将所有可能的与 
给定微分结构中某些参数表示相交部分满足条件2的参数表示加 
到给定的微分结构中就可以了.所以，用不太严格的话 
说，微分流形就是一个集合再加上一个微分结构. 

注在 I 中的开集族可按下列方式 定义： 对 M 中的子集 
rcif ， 如果对每个 a ， x^crn x a ( u a )) 是 r ” 中的开集，那么 r 
称为开集.具有点集拓扑知识的读者将注意到这样的开集族定义 
了 m 上的一个自然拓扑.在这个拓扑中映照是连续的并且 
在 I 中是开的.在流形上某些深入定理中，有必要在 I 
的自然拓扑上再加上某些条件. 

可微映照和切向量的定义可逐字逐句地搬到微分流形中来. 
当然, 切空间现在是《维向量空间.微分和定向性的定义也直接 
地推广到现在情形. 

下面的例子中我们将说明 2 维流形上的问题是如何自然地导 
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致考虑髙维流形的. 

例 6( 切丛）设 S 是抽象曲面并且设： P0S) = {(久 F), 
㈣， W£T t m. 我们将说明集合 r ⑻可给一个微分结构 (4 
维）从而称为 S 的切么. 

设 {[J«, 1„}是汉的微分结构.用（％, 表示仏的坐标，而 

用切/如，办办 J 表示 X a 07 a ) 的切平面中的相关基.对每个用 

Y aiila, V„, X, y) =(^X a {v t , Va) , ® + V ( X > 2/) € R 3 

定义映照 r(s). 几何上，这意味着将 3> 点的坐标 
u a , v a 以及切在基仪/也下的坐标取作为点⑻ 
的坐标. 

我们将说明 {u a xR a , r a > 是 r ⑻的微分结构.因为 
yx 0 (I7 a )=^ 和 {AX a ) a m^T XM (8), q eu a , 

我们有 U a Y a (JJ a xR a )-T(S), 

这就验证了定义 la 的条件 1. 现在设 

(趴 w)er a (u a xR a )nr s (jj s x r 2 ), 

那么 （p, W) = {X a iq a ), dX a (w a )) ^ {X B (q B ), dX^Wg)), 
其中％ €t7 a , q B eTJ B , w 9 , 所以， 

y - e l ° Y a { q a , «/ a ) ^\ X a ( q a ), dX a ㈣ ） 

= (( X ^ oX „)(?„), d ( XAZ a )(0). 

因为 X^ 1 °X a 是可微的，所以 rf(X^oX a ) 也是可微的.由此得 
到 Y^Y a 是可微的，这就验证了定义 la 的条件 2. 

当考虑 S 上的二阶微分方程时，自然地可将问题放在切丛上 
考虑.例如，几何曲面沒上的测地线方程，在局部坐标下,可写成 
(见 § 4-7) 


m ，， = /i(m, V, u', v'), 
v"=f a (u, V, u', v r ). 

微分方程中有一个经典的技巧，即用引进新的变量0=4 y-v' 
将上方程组化为一阶系统 
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« ， = /iCw, % x, y), 

y r =fs(u, % y), ⑷ 

« ， = / 8 ( m , % a?, y), 

v'-fiiu, v, x, y), 

送可被解释为将间题放在以 ( m , % % 2 /) 为坐标的切丛 r ( s ) 中考 
虑，而将测地线看作为在 roso 中局部地由 (4) 给出的向量场的轨 
线.可以证明这种向量场在整个 ros ) 上是确有定义的；即在两 
个坐标邻域的相交区域中，由 (4) 给出的向量场是一致的.这个场 
(或更恰当地它的轨线)称为 T ( S ) 中的測地流.当研究上测地 
线的整体性质时,这是一个非常自然的研究对象. 

回顾 §4-7 应注意到，我们已经以一种隐蔽的形式用到了流 
形 ros ). 因为我们当时只对局部性质感兴趣,所以只涉足于坐标 
邻域(它实质上是 R 4 的开集).但是，当我们引进切丛概念时，即 
使是这个局部的工作也会变得更为简洁. 

当然，我们也能定义任意 n 维流形的切丛.除了记号,细节是 
相同的,将它留作练习. 

我们已能将几何曲面推广到任意维情形. 

定义 5 a Riemarm 流形是 n 维微分流形 If 以及对每点 
的礼在 T P ( I ) 中定义一种内积它又按下述意义随史而可 
微地变化，对 X a ( U a ) 点附近的某个(因此一切)参数表示 
函数 

gii ( Ui ， …， = 〈去^ 卜丄，…， n ， 

在是可 微的； 这里 (处，…， 叫)是 Rcr " 的坐标. 

可微族 K , 叫做 M 的 Eiemann 结构（或 Eiemann 

度量） 

注意到在曲面情形,我们已用传统的记号 gn 21 = 

F, 922 = ^. 

将内蕴几何的一些概念推广到 Eiemann 流形不像微分流形 
情形那样直接. 
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首先，我们必须对 Riemaim 流形定义协变导数的概念.为 
此，设 X : U — I 是以(地，为坐标的参数表示且置 
X 1 = d/dit i , 

因此， 叉1>. 

我们想定义向量场 w 关于向量场 w 的协变导数 D w v , 我们希 
望有我们过去用过并且已被证明是有效的性质.首先，它应 
该有原协变导数的分節性质.因此，如果 A %松 是苋上 的向量 
场并且/, V 是 I 上的可微函数，希望 

I> f u +S w(v) =fD u v+gD w v, ⑻ 

D u (fv+gw) =fD u v+-^v+gD u w+^- w } ( 6 ) 

其中如0//%是一个函数，它在成 I 的值是/在曲线《上限制 
的导数(/。《)'(0),这里 a (0) 

方程 (5) 和 (6) 说明，协变导数刀一旦知道它在基向量上的值 

U 广 iir%x k! i, j, *=1 ,…，％ 

它就完全被确定，其中系数是还未确定的函数.其次，我们要 
1% 关于 i 和 j 是对称的 ( n = n )； 即对所有 t j 

D ^ X ^ D ^ X , ⑺ 

再则,我们希望乘法规则 成立； 即 

士 〈 u> =+ <x,, D^x } y. ⑻ 

从方程 (7) 和 (8) 得到 

-k< x - D+ 去 <u>-ir 〈 u> 

= 2</), X fc) X ,>, 

或等价地1 9t3 + ~^ 9m ~ 音伽 =2 ?〜 1 “ 

因为 det (^,) =^0,我们可解这最后的方程组,并且得到打是 
Rienmm 度量％及其导数的函数(读者应该将上面的方程组与 
§小..3方程组 (2) 作比较).如果我们将看成矩阵旦记它的逆阵 
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为#，那么上述方程组的解是 

(每 

所以， 给了血的一个 Riemami 结构, M 上存在满足方程组 (5) 〜 
(8) 的唯一的协变导数(也叫做给定 Riemann 结构的 Levi-Oivita 
联络）， 

从协变导数出发,我们能定义平行移动,测地线,测地曲率，指 
数映照，完备性等等.定义完全和前面已经给出的一样.但是，曲 
率的概念要求更精细.下列属于 Riemann 的概念,也许是 Gauss 
曲率在 Riemann 几何中最好的模拟. 

设 pS I 以及 aciT f { M ) 是切空间 T P { M ) 的2维子空间. 
考虑从 P 点出发与 c 相切的所有 M 的测地线.从指数映照在 
原点是局部微分同胚的事实，可以说明这种短测地线段组 
成包含 P 的一张抽象曲面汉. S 在 2 ) 点的 Gauss 曲率叫做 I 在 
P 点沿 o ■的截面曲率五 ■(凡 o '). 

将截面曲率用 Levi-Civita 联络表示的公式是可以作出的，但 
是这样做就过于技术化而不能在这里描述. 我 们只说一下，在这 
一 章中的大多数定理在 Riemann 几何中能被自然地作为问题提 
出.其中有一些是成立的，证明可毫无变动或稍作修改. (Hopf- 
Rinow 定理， Bonnet 定理， Hadamard 第一定理以及 Jacobi 定理 
都属于这一类. ） 但是，另一些却要作进一步假定才能成立（例如， 
Hadamard 第二定理)而且是使理论进一步发展的起因. 

将上述想法完全展开会把我们引入 Riemann 几何的领域. 
我们必须在这里止步而请读者査阅书末的参考文献， 


习 题 

1- 在射影平面 P 2 (见例 1) 上引进度量，使自然 投影呢 是局部等 
距.这个度•鼠的 （Gauss) 曲率是什么？ 

2. (无限 Miibius 带)设 

C ={( X , y , 为 eR 3 ;® 2 + y 2 = l } 
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是柱面， a 是映照（对径映照)40,的 0 =( -而 一於.设 

M 是 (7 关于等价关系 p 〜 2( p ) 的商空间及 — 是映照沉03)= 
{ p , 2( p )}.， pec . 

a . 说明可以给见一个微分结构使印是局部微分同胚（这时 M 称为无 
限 Mobius 带). 

b . 证明 M 是不可定向的. 

c . 在 M 上引进 Biemarw 结构使 m 是局部等距.这个度量的曲率是什 
么？ 

3. a . 证明从球面到射影平面的投影映照％沪 aP 3 有下列性质：（1>是 

连续的并且 f r (^) = P 2 ;<2) 每点 p €戸有一个邻域 G 使 = 
ViUV a , 其中^^和心是妒的不相交开子集，并且而在每个7<上 
的限制 i = l ， 2,是到上的同胚.所以， at 满足通常的二叶覆盖映 
照的条件 C 见§ 5 - 6 定义 1). 由于这个原因，我们说炉是 P 的一个 
可定向二叶 覆盖. 

b . 在这个意义下，说明环面是 Klein 瓶 £：( 见例 2) 的可定向二叶覆 
盖,柱面是无限 Mobiua 带(见习题 2) 的可定向二叶覆盖. 

4. (可定向二叶覆盖)这个习题给出不可定向曲面的可定向二叶覆盖的一 
般结构.设是一个抽象的、连通的、不可定向的曲面.对每点 p €< S , 
考虑 2^(50 所有基的集合 S . 对其中的两个基,如果它们的变换矩阵行 
列式为正则称为等价的.这显然是一个等价关系并且将 B 分成两个不 
相交的集合(见 § H ). 设心是 S 在这等价关系下的商空间.&有二 
个元素，并且每个元素 o „ er P 是 2 VS ) 的一个定向(见§ 1-^). 设 S 是 
集合 

' S = {(p ； Op); p € S ;0 P € ffp}. 

为了给 s —个微分结构，设 x a } 是汉的极大微分结构且定义 
X : U a -*S -Kj 

( ji a > v a ) = ^ V a )> [ •； j ]), 

其中 ( M a , V a ) fc U a , ld / du a , 3/扣《]表示被基所确定的 
心的元素. 证明： 

a . { U a , 文 a } 是 s 上的一个微分结构，而且 S 关于这个微分结构是定向 
曲面. 

b . 由<朽00 = P 定义的映照％ S — 5是可微的满映照.进而，每点 
p € S 有一个邻域 U 使 #([7)=1^ U 心,其中 Fi 和是 S 的不相 
弈的开子集而且而在每个 i = h 2 , 上的限制是判 f / 上的一个镌 
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分同胚.据此, S 称为况的一个 T 定向二叶 覆盖. 

5 将 Gauss-Bonnet 定理(见§ 4-5 ) 推广到叮定向的几何曲面并且利用它 
来证明下列 事实： 

a . 在微分同胚于环面的抽象曲面 T 上没有曲率处处为正（或负）的 
Eiemann 度量. 

b . 设 r 和 S 2 分別是微分同胚于环面和球面的抽象曲面，并且 — 
s 2 是可微映照.那么少至少有一个临界点,即有一点 P € 2 ■使 d < p p = 

0. 

6- 考虑具度量 

E ( x , y )- l , F ( x , y )= 0 , G { x , ( x , y ) € R 3 + 

的上半平面 m (见例 3) .说明当向量接近于 R 2 + 边界时其长度变得任 
意大并且垂直线段 

a ?=0, 0< e <?/< l ^ 

的长度当 a — 0时接近于 2. 证明这样度量是不完备的. 

*7. 证明 Poincar 6 上半平面(见例 3) 是完备的几何曲面.从而得到双曲平 
面是完整的. 

8. 寻找 PoincaM 上半平面（见例 3) 侧地线的另一种方法是利用对应变分 
问题的 Euler - Lagrange 方程(见§ 5~4习题 4). 因为已知垂直线是测地 
线，我们能限于 y = yO ) 形式的测地线.所以，我们必须找积分 ( F =0) 

j \/ E + G { y'y 如 = dx 

的临界点，因为 «= G =- i . 利用§ 54习题4说明这个变分问题的解 
是形如 

{^+ hy + y 2 ^l h , &=常数 

的圆族. 

9. 设 S 和沒 是连通的几何曲面，并且设％ 是可微的满映照，它有 

下列 性质： 对每点存在 P 点的一个邻域 V 使，其 
中是 S 的不相交开子集并且 nr 限制于每个 F a 是到上的等距（所 
以,阳实质上是覆盖映照和局部等距). 

a . 证 明:汉 是完备的充要条件为及是完备的. 

b . 在习题2部分 C 中引进的无限 M 6 biu 3 带上是否有完备的度量？ 

10. (: Kazdfctn-Warner 的结果） 
a. 设在妒上给出度量 

E { x ? y ) = l F {_ x . y ^ = 0 , y )> 0 , ix , y ) € R 9 . 证明这个麂 
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量的曲率满足下列 f 式 

y) Vtf =0. (O 

b . 反之，在 R 2 上给一个函数 Z(a ?/), 将 y 看为参数设 V ' S ■是方程 
0) 满足初始条件 _ 

V Cr (s 0 , ?/>=3» */) = 0 

的解.证明 G 在(吻，0的某邻域中是正的，这样在这个邻域中定义 
了一个度量.这说明毎一可微函数在局部是某(抽象)度量的曲率 • 
* c . 假定对所有 O , y ) eR 2 有 ZO , y )<0. 说明上述 b 小题的解对所 

有怎满足 _ _ 

\/ G { x , y ~)>\/ G ( xt „ y)=l 

所以， G ( x , 0定义了整个 R 3 上的度量.并且证明这个度量是完备 
的.这说明 R 2 上的任何非正可微函数是 R s 上某完备度量的曲率 • 
如果我们不坚持度量是完备的要求，此结果对 R 2 上任何可微函数 
K 都成立.试对照 J . Kazdan 和 F. Warner 的文章 “Curvature 
Functions for Open 2-M"anifolds”, Ann. of Math. 99(1974), 203 
- 〜 219, 其中也证明了在 §5-4 习题 2 中给出的 K 的条件也是对应 

度量为完备的充要条件. 

§5^11 Hilbert 定理 

Hilbert 定理可叙述 如下： 

定理况是完备的几何曲面,具有负常曲率,那么它不可能被 
等距地浸入到 R 3 中去. 

注 1 Hilbert 定理首先在 D . Hilbert 的 <{ Cber Flachen 
Von konstanter Gausscher Kriimung ”， Trans . Amer . Math , 
Soc . 2(1901)，87 〜 99 一文中给出.不 久以后 E . Holmgren 在 
<£ Sur les surfaces 4 Oourbure Oonsliante negative ”，0. H . Acad . 
Sol Paris 134(1902), 740-743 中给出了一个不同的证明.我们 
这里将给出的证明是按照 Hilbert 原来的思想 • 局部性部分本质 
上和 Hilbert 文章是一 样的； 但是，整体性部分有很大的不同.感 
谢 J . A . Scheinkman 帮助我们作出这个证明，也感谢 M . Spivak 
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建议用下面的引理 7. 

首先，注意到下面一些事实.不妨假设曲率芷-一1，否则可 
用一常数因子乘以内积化为这种情形.而且，因为 ex Pp r〆 幻— 
8 是局部微分同胚(§ 5-5 定理的推论)，它在 2^(8) t 诱导了一个 
内积.以次记 r P os ) 关于这个诱导内积所组成的几何曲面，如 
果中，— R 8 是1个等距浸入，那么沴=屮。 exp » ; ^-> R 8 也是一 
个等距浸入.这样，我们将问题化为证明不存在等距浸入表 S ' — 
R 3 , 其中 V 是定义了某种具瓦二一 1的内积的乎面. 

引理 1以的面积是无限的. 

证明我们来证明 S ' (大范围）等距于双曲平面 H . 因后者 
的面积是 



这就证明了引理. 

设 pes , pH 且取它们切平面之间的线性等距对应也 
心(丑)， TAS '). 定义映照0: fl — 以如下 
4> = exp„/ 。屮。 expp 1 . 

因 _H 的每一点都能用唯一的一条极小测地钱与 P 相连结，0是有 
意义的. 

在 y 点和〆 点附近分别用极坐标0°,的和 (P'y), 且要求姿 
将0=0的轴映照到矿=*0的轴.据§釦 6 的结果，必保持第一基 
本 形式; 所以它是局部等距对应.应用 Hadamard 定理后的附注， 
得到必是一个覆盖映照.因 ^是单 连通的，合是同胚，所以是一 
个(大范围）等距对应.证毕. 

下面，我们将假定存在一个等距浸入私V — R s , 其中 以是同 
胚于平面且具 Is — 1的几何曲面. 

为避免々(&)可能自相交的困难，证明将在次上进行而利用 
浸入命将合 0S〃)CR 3 的局部的外在几何转移到 /S' 上来.更仔细 
地说，因为必是浸入,对每点 ? eS r , 存在的一个邻域 F'OS', 使 
0在 F ' 上的限制是一个微分同胚.臂如，在每一点 



? ⑷ ef(r') 存在两个渐近方向，通过黾这两个方向诱导， 
qes f 上的两个方向，[它们将被称为 s ' 上在点的漸近方向.用 
这样的方式，讨论沒'上的渐近曲线是有意义的，同样的方式能用 
于 0(S') 的任何其它局部几何对象. 

让我们回顾一下，如果参数曲线网所组成的任何四边形的对 
边长相等，那么这样的参数曲线组成 Tchebyshef 网（见§ 2-5 习 
题 7). 在这种情况下，能取到适当的参数表示，使 E=l, F = 
oos 心(? = 1：其中0是坐标曲线的夹角（见 §2-6 习题 8). 而且, 
在这种情况下,兄= 一 (9 vv / am 幻 （ 见§ 4r_3 习题 5). 

引理2对每点2>€以,存在它附近的一个参数表示工：口 c 
R 2 -^ 8\ P eX ( U ), 使 Z 的参数曲线是 X ( U ) »F , 的渐近曲线 
并构成一个 Tchebyshef 网(我们将用 F' 的渐近曲线构成 Tcheb- 
yshef 网这种说法来表达这一点). 

证明因亙 <0,p 的某邻域 ros ' 能用这样的参数表示 
X ( u , v ), 使 Z 的坐标曲线是的渐近曲线.这样，如果 e, /和 
SW 在这种参数表示下第二基本形式的系数，那么 《=p=0 .注 
意，这里用了上面指出过的约定， S' 的第二基本形式是指乡 (S') 
CR S 对应的第二基本形式. 

在扒 TOcR 3 中，有 

N^N V ^K(X V KX V \ 

所以，置厶二^7 

(iVA N v ) u - ( NAN U ) V ^2( N ^ N V )= 2 KDN . 

而且， 

A r AA^=l{(X„AX e )A^ u } 

® - 去 {< 〜 N^X,-iX v> N v yx u ] 、 

= i(/X u -eX e ), 

类似地， h ^ N v = ^{ gX ,- fX v ). 
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因力 [ = -— (/ V-0 2 ) 及 e =夕= 0,我们得到 
#八 iV u =±Z u , NAN V ^ TX V ； 

所以 2_BTZ>iV = -2ZW=±Z ut) ±X uo =±2X ul) . 

从此知平行于取所以， E 0 =2{ X uv , X„> = 0, G u =2< X uv , 
U = 0. 但是戽 =& 一 0 就意味着参数曲线构成 Tohebyshrf 网 
(§2- 5习题 7). 证毕. 

引理 3 设 r'cs' 是 R 的坐标邻域，其坐标曲线是 F' 中的 
渐近曲线.那么，由坐标曲线构成的任何四边形的面积小于 2®. 

证明设是广的参数.根据引理1的讨论，坐标曲 
线构成 Tchebyshef 网.这样就能引进新的参数 （ m , ❼使丑=0 

=1和卩 = cos 义 设 B 
是由参数曲线组成的四 
边形，其顶点分别为 (《!, 
® i ), ( Wa , %), ( w 2 , A ), 
(%, v a ), 内角分别为 
«i, « a , «8,«4(图 &-64). 
因 E = F^coaO 

及 I=sint 我们得 



: dA ^= sm 9 dudv ^\ 9 uv dudv 
jr jR Jr 


一 — 8(u 2 , %) -h0(w a , v 2 )—d(ict y D a ) 

4 

-»ai+a 3 — (jf —a a ) — (jf— a 4 ) 叫 _2 亦 <2:, 


因为 《i<w . 证毕. 

迄今为止，考虑都是局部的.我们将定义一个映照工：印— 
s ' 并且证明I是整个 s' 的参数表示. 

映照 Z 定义如下(图 5-55). 固定^上一点0且在通过0的 
两条渐近线上取奸定向.这二条渐近线中取定一条叫做％，称另 
一条为《 3 .对每个 （s, f) € R 3 , 沿着办从0出发取长度为况的 



点，称为 〆 .过 P ' 有二条渐近线，其一 为如. 取另一条渐近线，给 
它一 个由％ 的定向沿％连续延伸而得的定向.在这条定向渐近 
线上从 〆 出发取长度 L 如此得到的点是 

幻对所有 (S, i)€R a 是有意义的.事实上，如果 z( s , 0) 
无意义,那么存在 si, 使 ai(s) 对所有 s<si 有定义，而对 s=si 无定 
义.设 s - HmthCs ). 由完备性，代 s '. 根据引理 W 办）是有 

Ml 

定义的，得到矛盾.这就说明 2( s , 0) 对所有是有意义的， 
用同样的论述,可说明 I ( s , 0对所有 R 有定义. 

现在，我们必须说明 Z 是 s ' 的参数表示.这将通过一系列引 
理来做到. 

引理 4 对每一固定的 t 曲线 Z ( s , - oo < s < oo 是以 S 
为孤长的渐近线. 

证明 对每点#0€ s ', 根据引理2存在一个“矩形”邻域 
(即形如 t a < t < h } s a < s < s s 的邻域)，使这个邻域中的渐近线构成 
Tdiebyshef 网.我们首先指出，如果对 某个心 t a < h < h ， 曲线 
K ( s , to ), 是渐近线，那么每一曲线 a ；( s , f ), 4<?<4也 

最渐近线.事实上，点是从 Z ( s , 0) 取起长度为 F 处的点， 
同样也是从工0, O 起取长度为处的点.因在这邻域内渐近 
曲线组成 Tchebyslief 网，这就证明了我们的断言. 

现在，设 1( 办， s ' 是任意一点.根据线段 X( Slj 

的紧致性，能用有限个矩形邻域覆盖它,而每个矩形邻域的新 
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近线组成 Tchebyslief 网（图5- 56). 因为 I(s, 0) 是渐近线,我们反 
复运用前面描述的过程就 


证明了 4是 81 邻域 
中的渐近线，因(心 L) 是 
任意的，这就得到引理的 
结论.证毕. 

引理6 X是局部微 
分同胚. 

证明 一方面 X(s 0 , 
<) 和 X(M 0 ) 是以弧长为参 



数的渐近线，而另一方面&上能引进局部参数表示,使参数曲线为 
以的渐近线并且五 =0 = 1. 这样 Z 局部就和这样参数表示相一 
致.这就得到结论.证毕. 

引理 6 Z 是满映照. 

证明设 Q=Z(R a ). 因为 Z 是局部微分同胚， Q 在/中 
是开集.我们还指出，如果〆= 1(*(^。)，那么通过V的两条渐 
近线完全落在 Q 中. 

我们假定 因&是 连通的，那么边界 BdQ 孕也设 
P^BdQ. 因 Q 在&中是开的， 
P 视 现在考虑 P 点的一个矩形邻 
域 其中渐近线构成 Tchebyshef 
网（图 5-57). 设穿 eQflB. 那么 
过 ff 的某条渐近线交 于过安 的某条 
渐近线.根据上面指出的事实而得 
到矛盾.证毕. 



图 5-57 


引理7 在 R 上有二个线性独立的可微向量场，它们都和 *' 


的渐近线相切. 

证明通过 S' 的每一点有两条不同的渐近线.固定一点 
P^8', 且取两个单位向量％(必 和叫 (於与过少点的渐近线相切. 
设 ges， 是任意一点而《0: [0, Q — ^是过 p, ff 的一条弧，使得 
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ao (0) = p , « o © =q. 定义 Vi (« o ( s )), s 6 [(^ 幻，为 1 » 1 (>)沿 《 o 的 
⑽一）连续延伸，它切于某一渐近线.类似地，定义％ (« o ( s )), 
s€ [0, q. 

我们断言 <(ff) 和 v a (gO 不依赖于连结 P 和？的弧的选取.这 
样，他和灿就是在这'上有定义的连续向量场，它们都切于渐近 
线.所以化和％是可微的，引理就被证明了. 

为证明上述断言，让我 们对％ 来进行，％的情形是类似的. 
设《 1: [0, 是另一条孤，«!(0) ai (Z) =2.因为 S' 是单 

连通的（它同胚于平面，见§ 5-6 定义3〉，存在一个 《o 和《!之间 
的同伦《*( 8 )=丑(*, *), sG [0,?], te [0, 1] (见 §6~6定义 2); 
IP «,(») 是连接 p、ff 的曲线孤的连续族.根据渐近方向的连续性 
和 [0, 〖]的紧致性知道，对给定的 s >0, 存在 [0, 1] 使当 f<# 0 
时卜 ：t(«^))-^S(Z ))|< e. 这样,如果知足够小,我们对 t<to 
有 «i(«t(0)=^(ao(0). 因为 [0, 1] 是紧致的，我们能逐步推广 
这个讨论于所有拓[0, 1]. 所以，%(«!©) H(«o(0). 

这就证明了我们的断言而得到引理的证明.证毕. 

引理 8 Z 是 1-1 映照. 

证明 我们想证明 Z (so Jo) h ) 意味着 (s。，i 0 ) • ( Sl , 

h). 

首先假设 1(% i 0 )=X( Sl , f 0 ) 而 Sl >s 0 , 并且证明这将导致 
矛盾.根据引理7, —条渐近线不可能自身相交除非在交点的切 
线一致.因X是局部微分同胚，存在 s>0, 使 

X(so, t)-X( Sl> t), t 0 -a<t<t 0 +8. 

根据同样道理，曲线仿(知，幻上的满足 

X(So, i)=X( Sl , t) 

的点组成这条曲线上的既开又闭 的集; 所以 Z(So, *)=I(s：t,#) 对 
所有 i 均成立.进而，根据映照X的构造 ,1( 办+ A 0-^(8! + 
a , t 0 ), 0<a<si—So； 所以，对所有 i, Xb+a, *) =X(si4-a, t ). 
这样，或者 

1. 对所有 x(s 0 , t 0 ) 0, 或者 
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2. 存在 f = 使 Z(So, t 0 ) =X(s 0 , t); 根据类似的讨论, 

我们将证明对所有 s, X(s, t 0 +b)^X(s, h+b). 

情况 1. X将 R a 中距离为办一《 0 的两条垂线间的带状域映照 
到# 上，且将这些垂线上具相同《的点等同起来.这就意味着 S' 
同胚于一个柱面，因而得到矛盾（图 5-58). 



图 5-58 


情况 2. I将两条距离为 Si—So 的水平线及两条距离为 b —Z 0 
的垂直线组成的矩形映照到 &上， 且将边界中对边的对应点等同 
起来.这意味着以同胚于一个环面,也得到矛盾（图 5-59). 



图 5-59 

根据类似的讨论，我们说明 X (So, Q =X(so, G 而 t) 、导 
致同样的矛盾. 

我们现在考虑情况 t 0 )=x( Sl , 。，但打〉％砬 >f 0 .根 
据 Z 是局部微分同胚和 S' 的连通性，我们看到工将 R a 中两条距 
离为 V( Sl -So) 2 + 垂直于向景 Csi- s 0 , 4 —Q e R 2 的直 
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线间的带状域映照到 S ' 上.现在我们也能如前面的讨论一样考 
虑情况1和2,从而说明； S ' 或者同胚于柱面，或者闻胚于环面.无 
论怎样，这种情况也得到矛盾.证毕. 

现在就容易得到 Hilbert 定理的证明. 

定理的证明假定存在一个等距浸 入也汉 — R 3 , 其中汉是 
具有[三 - 1的完备曲面.设％汉且用&表示赋以由 exp ,: T t ( S ) 
—汉所诱导度量的切乎面 AOS ). 那么含 = f — R 3 是 

等距浸入,引理5,6和8说明存在整个 以上参 数表示叉: R a — S ', 
使 Z 的坐标曲线是以的渐近线（引理 4). 这样，我们能用坐标四 
边形仏的并来覆盖以，且有 弘 cQ „ +1 . 根据引理3, 仏的 面积小 
于 2 w . 另一方面，由引理1， / S ' 的面积是无界的.这个矛盾也就 
完成了证明.怔毕. 

注2 Hilbert 定理被 N . V , Efimov 在 “Appearance of 
Singularities on Surfaces of Negative Curvature ^, Malih . Sb . 106 
(1954). A . M . S . Translation Seriesr Yol .66, 1968, 164 〜 190 中 
所推广.他证明了下列 Oohn - Vossen 的猜测:设汉是具曲率 I , 
KS <0 的完备曲面.那么不存在汉到 R 3 中的等距浸入. Efi ¬ 
mov 的证明是非常长的,希望有一个简短的证明. 

关于 Efimov 证明的精彩评述可在 T . Kioto Milnor 的文章 
“ Efimov’s Theorem About Complete Immersed Surfaces of 
Negative Curvature’’，Advances in Mathematics 8(1972), 474^ 
453 中找到.这篇文章也包括了 Hilbert 定理的另一个证明，它是 
对类曲面成立的. 

关于双曲平面浸入的进一步结果见 M . L . Gromov 和 V . A . 
Rokhlin 的文章 “Embeddings and Immersions in Riemannmn 
Geome - try ?? ,Russian Maiili _ Surwys (1970)， l 〜57,特别是第 15 页. 
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<5<0,证明不存在等距浸入办 W -> R 3 且使平均曲率丑的绝对值是有 
界的.这就证明了注 2 中具平均曲率的附加条件的 Efimov 定理.下列 
概要是有用的： 

a . 假定这样的旁存在，考虑 aausa 映照反: ^) cR 8 ->^ 3 , 其中沪是 
单位球面.因 为瓦羊 0处处成立， 在汉上 诱导了一个新的度量 
(,), 便 N 吨 <9—炉是局部等距.在及上取坐标使坐标曲线在參 
下的 象是多 05) 的曲率线.证明新度量在这坐标系下的系数是 
gn — yhYE , ^ 12 =0,伽=(左3)此 
其中瓦 F (= o ) 和 C ? 是原来度量在同一坐标系下的系数 • 

说明存在一个常数财>0,使的 < M ; 74< M , 利用原来度量是完备 
的事实来证明新度量也是完备的. 

C . 利用上面 b . 的结果说明沒是紧 致的; 所以，它有正曲率的点，得到矛 

盾. 

2. 本题的目的是证明在 R 3 中没有具咒<3<0的正则完备旋转面（这就证 
明了旋转面的 BQmov 定理),假定这样曲面 SczR s 是存在的. 

8-证明汉的母线只可能如图 5-60(a) 及 5-60(b) 所示，其中经线在两头 
都趋于无穷.注意到在图 5-60(b) 中，经线下端渐近于》轴. 
b - 将母线用参数表示 OKs )， 屮⑻），其中 s€R 是弧长使小(0)=0.利- 
用关系式 #+^==0( 见§ 3- 3 例4中方程 (9)) 和亙<3<0,说明存 
在一点 s 0 e [ o , +°°)使 (#( so )) 2 = i . 

C. 说明通过点 Po = ( 必 ( S 0 )，！ Ks 0 )), 5的子午线可能是如图 5-60( c ) 
所示的三种情况 I , II 和 III 之一，这将导致矛盾.这样，汉不是完 
备的. 
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3. ( Hilbert 定理的 T . K . Milaor 的证明）没 S 是具完备度量仍的平面使 
其曲率 —1. 假定存在等距浸入色沒 -> R 3 . 为得到矛盾，进行如 
下： 

a. 考虑 Gfauss 映照况扒沒） c R 3 —沪且设 仍 是 5 上的度量使 N 吋 •• 
8— 识是局部等距.在汉上取局部坐标系使坐标曲线在会下的象 
是於(幻的渐近线.证明 :在这 种坐标系下仍可写成 

du 3 + 2 oos 0 du dv +dv 2 , 

而 fifa 可写成 

du^~2 cos 0 du dv+dv 0 , 

b . 证明办 =|( gfi + fif 2 ) 是沒上具零曲率的度量.利用仍是完备度量 

以及 3g a > gi 的事实 导出奶 是完备的度量. 
o . 证明以办为度量的平面整体等距于标准(欧氏)平面 R 2 . 这样，就有 
一个等距对应 4>：s~> R 3 . 进一步证明:将沒的以弧长为参数的渐 
近线映照到 R 3 中以弧长为参数的直线的矩形族. 
d . 利用 c 给出的5上的大范围坐标系来导出如本书中 Hilbert 定理证 
明里的矛盾. 
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在笫五章中我们已经很自由地应用了 R " 的一些基本的拓扑 
性质.实质上，我们需要用到的都是高等微积分课程中的那些有 
关.的紧致子集和连通子集的一般性质.为完整起见，我们在这 
里对这方面的材料作一简要的叙述和证明.我们将承认第二章附 
录及实数的一些基本性质. 

A . 预备知识 

这里我们将在某儿点上把第二章附录 A 的材料补充完整. 

在下 文中？ JcR” 表示中的一个开集.指标4在1,2 ,…， 
•- •的范围中变化，且如果3>= •••_« »丄 2/»), 

则表示 P 到？的距离，即 

j 

定义1如果给定 e>0, 总存在序列冉，…，… e R " 的一 
个指标 < 使对所有的 i > io , b 6 ( Po ), 就称此序列收 

敛于 科.在这种情况下 ，科 是序列 {队}的极限 ，记作{抑} — Po . 

下面的命题表达了收敛性与连续性的关系. 

命题1映照尽连续的充要条件是， 
对！ 7上的每一个收敛序列{货}抖,序列 {7(^)} 收敛于 F ( Po ), 

证明 假设# 在： Po 是连续的，并设6>0是给定的.由于连 
续性，故存在 s >0 使 F ⑽人 Fd 设 { Pi } 是汀上的 
一个序列， { Pi }— PoGU . 则对应于 S 存在一指 标必， 使对 i > i 0 
有 PiG B s ( po ). 因此对 ‘有 

F(p ( )eF(B 6 (p 0 ))czB c (F(p 0 )), 

这蕴涵{#(科)}— ^ Oo ). 

现在，设在 Po 不连续.则存在一个数 e >0, 使对每…个 
8>0,我们能找到一个点 p 6 i ^ O 0 ) ，而及 (典) 牟及 (^(种)）.固 
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定这个 e, 并令8 = 1，1/2,…， 1/i, …，则得一个收敛于抑的序 
列 {pj. 然而，由于7(科)牵瓦 CPX 抑 )）， 序列{巧抑)}不收敛于 
F ( po ). 证毕. 

定义 2 如果 R” 在 R " 中的每一个邻域总包含的 
—个不同于少的点，则称点 P 是集合幺的一个极限点 • 

为避免和序列的极限这一概念相混淆 ，极 限点有时称为聚点. 

定义2等于说的每一个邻域包含无限多个2 的点. 事实 
上，令的是由定义2给出的2的点，并考虑一球凡 (y)cK, 
使？丄荦凡 (P ). 于是存在一点如芊朽凡 ( P). 重复这个 
过程，我们得到7中的一个序列 这里❼ € 2是全部相异的. 
由于 {?<} —P, 此论证也说明，当且仅当炉是由4中相异点组成的 
某个序列的极限时, P 是2的一个极限点. 

例 1 序列1, 1/2, 1/3, …， 1/i, … 收敛于0.序列3/2, 
4/3, …， …收敛于 1. “交错的”序列 ], 3/2, 1/2, 4/3, 
1/3 ,…， l + ( l / i ), 1 / i , .. •不收敛，但有两个极限点，即0和 1( 图 
A5~l). 


0 


图 AJ-1 

应该看到，收敛序列的极限科具有性质 ：种的 任一个邻域包 
含此序列中除了有限多个点以外的所有点，而一集名的极限点 p 
具有较弱的 性质： 的任何一个邻域包含此集合中无限多个的点. 
因此，一个不包含常子序列的序列，当且仅当它作为一个集合仅包 
含一个极限点时才是收敛的 ra] . 

有理数集 Q 给出了一个有趣的例子.能够证明 Q 是可数的， 
即能把 Q 排成一个序列.由于在任一实数的任意近旁总存在有理 
数，因此序列 Q 的极限点的集合是实直线 K 

[注]必须加序列有界的条件，不然未必成立，如 I 1 , h 2 , |•，… ，叫+ 
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定义 3如果集合尸 cR * 的每一个极限点都属于兄则称2? 
是 闭集. 2 c = R " 的 闭包是 4和它的极限点的并集,记作 2. 

直观上，如果#包含它的所有收敛序列的极限，或者说如果 
F 在极限运算下是不变的，那末 F 是闭集. 

显然，一个集合的闭包是一个闭集.为方便起见，约定空集53 
既是开集又是闭集. 

在开集和闭集之间有一个很简单的关系. 

命题2当且仅当的余集 R "- F 是开集时 P 是闭集. 
证明 假设尸 是闭集，并设由于不是罗的极限 
点，则存在一个不包含妒中点的球凡 ( p ), 因此丛所以 
是开集. 

反之,假定 R »-^ 是开集，且 P 是 F 的一个极限点，我们要证 
明假如不是这样，则存在一个球 5 s ( p ) czR "- F , 这说明 
B S ( P ) 不包含 F 的点，与 P 是罗的一个极限点这事实相矛盾.证 

毕. 

连续性也能用闭集的方式来表达，这是下述事实的结果. 

命题3映照 F : U (= R "-> R m 连续的充要条件是对每个开集 
VciFr , 是开集. 

证明 设 P 是连续的，并设中的一个开集.如 
则无需证明，因为我们已经约定空集是开集.如 
果广设则 F ( P ) er . 而且因为 r 是开 
集，所以存在一个球 S e ( F ( p )) cr . 根据 F 的连续性，存在一个 
球爲 ( P ) 使 

F(B d (p))dB e (F(p))czr, 

因此,历 ( WeFir )， 所以 i ^( r ) 是开集， 

现在假设 对每一 个开集 FcR ' F~\V) 是开集.设 p € C 7, 
给定 e >0, 则凡 ( F ⑻ ）） 是开集.于是，存在 S >0, 使 
B ^ czA . 因此 

F(B s (p))aF(A)c:B s (F(p)), 

所以 P 在 P 是连续的.证毕 
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推论 巧 f7czlR"->R"* 连续的充要条件是对每一个闭集 
AdR m , F ~\ A ) 是闭集. 


例2命题3及其推论，给出了描述 R” 中开子集和闭子集的 


一种可能是最好的方法.举个例子说,设/:妒 —R 由 /(*,?/) = 
(^ 2 A a )--1 给定，由于/是连续的 oeR 是 R 中的一个 
闭集， （0, +«0是 R 中的一个开集，因此集合 . 

^1 = 1(^ y)\f(<> 0 , y) =0}=/~ 1 (0) 

在 R a 中是闭的，且集合 

Di ={'>， 2/)>o}, 

PflO, ?/)<o} 

在 酽中是 开的.另一方面，集合 . 

A={(x } y)£nS^+y s <l} 

U{(», j/)€R 2 ；® 2 +?/ 2 =^ m>0, y>0} 

既不是开的，也不是闭的（图 A5-2). . 



最后这个例子启发我们作下面的定义. 

定义4设 ACR". 4的边界 BdJ. 是 R" 中这种点 p 的集 
合: p 的每一个邻域既包含2中的点又包含 R” 一2中的点. 

因此,如果4是例2的集合，则 BdA 是圆？+# = 1.显然， 
A 且仅当 BcU 的点不 属于』 时,是开集.当且仅当 BdJ 5 
的所有点都属于五时，是闭集. 

这些预备概念中的最后一个注:这里和第二章的附录一样，诸 
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定义是在 R ” 为“外围”空间的假定下给出的.如同在第二章的附 
录中已经指出的那样，把这样的定义推广到任意集合的子 
集 上去，常常会带来方便.为做到这点,我们采用下面的定义. 

定义 5 设我们称 Fc :2 是 4中的开集 ，如果存在 
一个 R" 中 的开集 U 付 rF = t7n 次 益在 2 中的邻域是 4 中 
包含 P 的一个开集. 

有了这个4中的“郯近”的概念，就很容易把前面的一些定义 
推广到2的子集上去，并可验证已证明的各命题在这些新的定义 
下仍然成立. 

现在我们回顾一下实数的基本性质.我们需要一些定义. 
定义6 如果对实直线 R 的一 个子集 AciR 存在 ，使 
对听有的有则称 上有界，数 I 称为2的一 
个上界.当2上有界时， A 的上确界或最小的上界 supi ( 或 
l . u . b . d ) 是指满足下列条件的上界给定 e >0, 存在使 
M-e<a. 改变上述不等式的符号，我们类似地定义虚的下界和 
4的下确界（或最大下界 ， inf 2 ( 或 g . 1. 

实数的完备性公理 设集 ActR 非空且上(下)有界.则存在 
sup J. (inf ^4.), 

实数系的完备性这一基本性质，有好儿种等价的表达方式. 
我灼选择了上面这种，它虽然不是最直观的,但可能是最有效的一 

种. 

为方便起见作以下的约定.如果 AcR 不是上(下)有界，我 
们说 SUp 2«+ CO 〔 i n f A = — CXD). 有了这个约定之后，上述的公 
理可以这样来 叙述： 实数的每一个非空集合都有上确界和下确 
界. 

例 3 集合 (0: ■!) 的上确界是1,它不属于这个集合.集合 
5 = {®6 R ； 0< fl ：< l } U {2> 

的上确界是 2. 点2是5的一个孤 立点， 即它属于5,但不是 J 5 的 
极限点.注意5的最大的极限点是1，它不是 B 的上确界.然 
而，如果一有界集没有孤立点.则 S 上确界肯定是它的一个极限 
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钗. 

实数完备性的一个重要的结果，是下面的收敛性的“内在”特 
征,它实际上是与完备性等价的（然而，我们不准备证明这点）. 

引理1对实数序列{叫}，如果给定存在 i 。， 使对所有 
妁 i , j > io 有 卜 4 一％| 则称实数序列{而}是 Oauohy 序列.当 
&仅当一个序列是 Cauchy 序列时,此序 列是收 敛的. 

证明设 {而} — 吻.这时,如果给定€>0, 存在& 使对 i > 
卷。有 i 甽 < e /2 .则对 （ j > i 0 我们有 

所以{的}是一 Cauchy 序列. 

反之，设{叫}是一 Cauchy 序列.很清楚，集合{叫}是有界集. 
设 a：i = inf {® i }, b i = sup { a ; i }. 或者这两点中有一点是 {< r *} 的极限 
I 因而{以收敛于此点，或者两点都是集合的孤立点.在后 
—种情况,考虑在开区间 ( a l 3 心)中的点的集合,并 设办和 分别 
是它的下确界和上确界.按照这个方法进行下去，我们得到或者 
{而}收敛，或者有两个有界序列心>& 3 >…•设 
a = STip { aJ 和 6= inf {6 t }. 由于{叫}是一 Oauohy 序列，因而 a = 
b , 且这个公共值 吻是 {〜} 唯一的极限点. 因此知 吻.证 
毕. 

完备性的这种形式，自然能推广到欧氏空间. 

定义7对序列{科}, P < R n 如果给定 e >0, 存在一指标心使 
对所有的夂 j > io 距离 \ Pi ~ pA <^ 则称序列{外> 是 Oauohy Jf 

列. 

命题4序列 { Pi }, p 义 R ” 收敛的充要条件为它是 Cauohy 序 

列. 

证明 很清楚，收敛序列是 Oauohy 序列（见引理1中的论 
«£). 反之，设{朽}是 Oauohy 序列，并考虑它在 R ” 的 j 轴上的投 
影 j = l , …，. 这给出一个实数的序列{% 山 由于投影减小距 
离，这序列又是 Oauohy 序列.由引理1, (%}—叫 故 { pt}opo 
- {*10, ^20, •••- *«0>.证毕. 
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B 连通集 

定义8 连续曲线《: 0, 6]->』 cR " 称为 i 中连接 《( a ) 和 
«(&) 的弧. 

定义9 设 4 cR », 如 果对任 意给定的两点 P , #4,存在2 
中连接 P 和2的弧，则称』是 道路连通集. 

在本书的前面部分，我们已应用“连通”这个词代表“道路连 
通”(§ 2 - 2). 由于我们当时考虑的仅仅是正则曲面，因而这样的 
说法是合理的，这一点稍后即可证明.然而，道路连通的概念对 
的一般子集来说，限制是过多了些.而使用下面的定义是更方 
便的. 

定义10 如果集不能写成这里 ％和 
%是2中的非空开集，且 Rfl C 7 2 = 0,则称为连通集. 

直观上，这意味着不可能把义分解成不相交的片段.如例2 
中的集合?^和^^是不连通的.如果取^^和^的余集，我们就 
看到,在定义10中可以用“闭”宇代替“开 w 字. 

命题6设乂 CR " 是连通集，并设 J 5 C 4 在乂中是开集同时 
又是闭集.则或者 J 5 = 0, 或者 = A 

证明 假定 S 夢0且并记 4 = - 5). 由于5 

在4中是闭集，故4 一 J 5 在4中是开集.因此 J ■是不相交的非 
空开集方和盔一5的并集.这与豈的连通性矛盾.证毕. 

下面的命题表明,连通集的连续象是连通的. 

命题6设 F : ^ cR "-> R °* 连续，且2是连通集•则 F ( A ) 
也是连通集. 

证明假设 F { A ) 不是连通集.则 F { A ) 这里％ 

和[^是中的不相交的非空开集.由于 f 是连续的，故 
(^)也是盖中不相交的非空开集.由于2» 
广 VDUF - 乂⑹，这和4的连通性矛盾.证毕， 

为了本节的目的，把区间的定义作如下推广是有 利的： 

定义11 实直线 R 的一个区间，是集合 
a < x < b , 0<0}<^ ®eiR 中的任 一个. 也不排除 《 = - oo , 



附录欧氏空间的点 集拓扑 C 4 S 9] 

6=+ oo 的情况，故一个区间可以是一个点，一条半直线或 R 本 

身. 

命题 7 是连通集的充要条件为幺是一个区间. 

证明 设 2 c : R 是一个区间，并假设2不是连通集.我们将 
引出矛盾. 

因为盔不是连通集,这里 W 和％非空、不相交、 
并在2中是开的.设％€£/1, 并假设 Oa <& i . 以中点 

(化+&0/2将闭区间为两个区间，其中的一个，记 
为 I a , 它的一个端点在仏中,另一个端点在中.考虑 I * 的中 
点，如上面一样处理,我们可得到一个区间这样，我 
们得到一族闭区间 Ii ：3 J *：3 … 3 l „：3 …，它们的长度趋近于零. 
让我们改记成],则有 … 和 d ； L>d 2 >-" 
….设 cssupfe }^ d = inf { d 4 }. 因为成 一 c * 可任意小，所 
以0 = < 进而， c 的任何邻域当 i 充分大时包含某个 I *. 因此 , c 
是仏和仏两者的极限点.因为^和 R 又是闭的，所以 
C n U a , 这与％和 t / a 不相交这一点相矛盾. 

反之，假设2是连通集.如果4只有一个点，则 A 是一个退 
化的区间.假设2至少有两个点，并设 a ~ miA , J = sup -4, a ¥= 
b . 显然 2 c [ a , &]. 我们将证明 (a l ) ciA r 这就蕴涵着 4 是一 
个区间.假设不是这样，即存在一个#,«<〖<&,而罐 A 集合 
i ) - V 1} A (]( t 3 + oo )= F a 在 4 = F ： LUF a 中是开的. 
因为 2 是连通集,这两个集合中的一个，比如说7 2 ，是空集.因为 
b £( t r + oo ), 这说明6牟 i 并且&不是4的极限点_这与卜 
S 11 P 2 这个事实相矛盾.用同样的方法，如果我们会发 
现与 a = inf 2 这样一个事实相矛盾.证毕. 

命睡 8设/: AciR " — R 是连续的，且』 是重 通集.假设 
对所有的 /(?)★(). 则/在』上不改变符号. 

证明 由命题 5,/( i ) cR 是连通集.由命题 7,/( i ) 是一 
个区间.由假设条件， /(« 不包含零.因此/(七上的点都具有 
相同的符号.证毕. 
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命睡9 设是道路连通集，则4是连 通集. 

证明 假设 盔 不是连通集，则这里 f /： i , % 是豈 
中非空、不相交的 开集 .设 p 孤, gSC/ a ，因为4是道路连 通的， 
所以存在弧《: [<*, 幻―2连接 p 和由于《是连续的，所以 B 
=«([〜是连 通集. 则£ = 
FiUF 2 , 而中非空、不相交的开集，这是一个矛 
盾.证毕. 

一般来说，这个命题的逆是不正确的.然而,也有一个逆命题 
能成立的重要的特殊情况. 

定义 12如果对任一点 peicR" 及 p 在姓中的每个邻域 
r， 存在?>在 i 中的一个道路连通邻域 vcr, 则 称集合2 是局部 
道路连通的. 

直观上，这意味着4的每一点有任意小的道路连通邻域.正 
则曲面是托 3 中局部道路连通集合的一个简单例子.事实上，对每 
个和 p 在 R 3 中的每个邻域都存在 P 在 R 3 中的一邻域 
FcF ■使得 FD 汐与 R a 上的开圆盘同胚.因为开圆盘是道路连 
通的，所以及的每个邻域 FTI^ 包含一个道路连通邻域. 

下一个命题说明，我们对道路连通曲面使用“连通集”这个词 
是合理的. 

命睡 10设 2CR" 是局部道路连通集，则当且仅当2是道 
路连通集时，2是连通集. 

证明 命题的一半已经在命题9中证明了.现在，假设2是 
连通集.设成木并设▲是能用2中的孤与 P 点连接的4中 
点的集合.我们断言2 1 在2中是开的. 

事实上，设 為 并设 a: [a, &]->」■是连接 p 和穿的弧. 
因为4是局部道路连通的，则 存在？ 在2中的邻域厂，使能用 
弧鈇队 c]—F 与任何点 K F 连接 （图 A5-3). 由此得到 A 中 
的弧 


a 。沒 = 尸⑺， 当拓[〜 6], 

tt ° 1/3(0 ; 当圯 
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连接？和 r . 这证明了我们的断言. 

根据同样的方法，我们证明 At 的补集也是4中的开集.因 
此, Ai 在2中既是开集又是闭集.因为4是局部道路连通的，所 
以 A 不是空集. 由于』 是连通集所以為证毕. 

例 4 一个集合可能是道路连通但不是局部道路连通的，例 
如，设並 cR 2 是由通过(1/% 0乂 的垂直方向的直线加 

上 a ; 和 y 轴组成的集合. i •显然是道路连通的，但 (0, 女)， yi = o , 
的一个小邻域不是道路连通的.这是由下列事实而 来的： 虽然存 
在一段“长”孤连接任意两点 A qeA , 但可能没有短孤连接这两 
点 (图 A 6-4). 
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0紧致集 

定义18如果集合 4CR* 包含在 R” 的某个球中，则称集合 
是有界的.如果1<= R" 是闭集并且有界，则称集合 IdR" 
是紧致集. 

我们在§ 2-7 中已遇到过紧致集.为完整起见我们将在这里 
证明紧致集合的性质1和性质2,这两个性质在§ 2- 7中是未加证 
明而承认的. 

定义 14 集合 JczR" 的开覆 盖是一族开集 {U 山使得 
当族中仅存在有限多个匕时，我们说这个覆盖是有 

限的，如果子族涿〔<仍然覆盖 牟即]—次则我 

们说{%}是{匕}的一个子 覆盖. 

命题11对集合 K=R", 以下的说法是等价的， 

1. I是紧致集/ 

2. (Heine-Borel). 兄的每一个开覆盖都有有限子覆盖. 

3. (Bolzano-Weierstrass). 瓦■的每个无限子集在瓦中有 
一极限点. 

证明我们将证明1兮2与3=>1. 

1今2设 {£/„},«€< 是紧致集 Z 的一个开覆盖并假设 {R} 
不存在有限子覆盖.我们将证明这会导致矛盾. 

因为I是紧致的,它被包含在一个闭的矩形区域 

5— {(» 1 ; ®n) G R"; j=l, •••, n} 

中，让我们用超平面*广（《/+心)/2来分割 S (例如,如果 KCR 3 , 
5是一矩形，那末 B 被分割成 2 a -4 个矩形).从而我们得到2•个 
较小的闭的矩形区域.根据假设，这些区域中至少有一个，记为 
Bi , 是这 样的: ^n-K* 不能被{匕}中的有限个开集覆盖.我们现 
在以类似的方法来分割 St 重复以上的过程，我们得到一列闭矩 
形区域 (图 A5-5) 


使得没有 一个及 rii 能被 {t/j 中的有限个开集所覆盖,且及的 
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最大边的长度收敛于零. 

我们断言存在?^门及.事实上,将每个双投影到 R " 的 i 铀 
化我们得到一个闭区间的序列， 

~,]1>-.：3[即， 

因为 ㈨ 一即)可任意小,我们可以看到 

a/==sup{a / ,}=inf{fe/i} =6y ； 

因此， 

咕 Q [“] • 

从而，如同我们断言的那样, P - (%, «„)€ 门 B ,. 

{ 

现在， P 的任何邻域对充分大的 i 都包含某个及.因此它包 
含无限多个亙中的点.从而2>是疋的一个极限点,且由于1是 
闭的，故？设 W 是族 {&} 中包含 P 的一个开集.由于％ 
是开的，所以存在一个球芪另一方面，对充分大的 i , 
BiCB ^ p ) cU 0 . 这与没有一个及 fl 1能被有限个 R 所覆盖的 
事实相矛盾.因而证明了 1今2. 

243假设 4 CJS ： 是 Z 的一个无限子集，且 Z 中没有一个 
点是 义的极 限点.于是，对每个 pe _ S ：, 可以选择？)的一个 

邻域 r P jr P ru =0; 而对每个？ e 式可以 选择？ 的一个邻域 
因此族 { Fp , TIU 妁疋一次？€2是1的 
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一个开覆盖.由于4是无限的，并且从这个族中去掉任何一个 
%会使点？不被覆盖,所以族 { Fp , TFJ 没有有限的子覆盖.这 
与说法2矛盾. 

3 41我们必须证明疋是闭集且为有界.瓦是闭的，这是 
因为如果 P 是 I 的一个极限点，考虑同心球 S 1 A (： p )==^ ，我们 
得到一个以 p 为极限点的序列料 g b ± - b 2 , p 2 e b 2 - b 3 , 

P 无 B 厂 B 叫，•••， 由说法3, pe 疋. 

z 是有畀的.否则考虑半径为1, 2,…， t …的同心球 
Btip ) 我们将得到一个无极限点的序列2^4 P 2^ B s - B 1 , 
这证明3兮1.证毕. 

下而 的命题表明紧致集的连续象是紧致集. 

命题 12 设巧是连续的，且设疋是紧致集. 
则是紧致集. 

证明如果及 ( Z ) 是有限的，显然它是紧致的.假设^([) 
不是有限的，考虑一个无限的子集•显 
然集合 { Pa } ClK 是无限的，且根据紧致性它有一极限点2 
因此存在一序列料…，仇…， — ？，菸 e { p a }. 由于丨的连续 
性，序列 F (私) — (命题 1). 因此{巧办)}有极限点 
頁⑷^以幻：所以巧幻是紧致的.证毕. 

下面的性质可能是紧致集最重要的性质. 

命题 13 设 — R 是定义于紧致集 iT 上的一个连续 
函数.则存在势，饵使对所有的 PGI 

即在饵达到最大值，在 p a 达到蕞小值. 

证明我们将证明仍的存 在性； 对最小值的情况可以用类似 
的方法处理. 

由命题12, /( K ) 是紧致集，因而是闭集并且有界.所以存在 
m V f ( K )= x u 由于 /( JST ) 是闭集， 故吻 G /( f ). 从而存在 
Pi ^ K , a / i =/( pi ). 显然，对所有的沪6足， /( p )</(^0 =» i . 
证毕. 
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虽然我们以后并不使用一致连续性的概念，但这个概念放在 
目前这一场合处理是非常自然的，所以我们应该说上几句. 

称映照 F : R m 在2上是 一致连续的， 如果对任意给 

定的 e > f , 存在8>0使对所有的 peA 有 FiBAp ^ dBAFip )), 
从形式上看，这个定义和(单纯)连续性定义的区别 在于: 这里 
对给定的数3对所有的2是相同的；而在单纯连续性的情 
况，对给定的 e ， 数 S 可随 p 变化.因此一致连续性是整体的概 
念,而不是局部的概念. 

一个重要的事实是：在紧致集合中这两个概念是一致的.更 
精确地说，设巧是连续的，且 I 是紧致集，则 F 在 
I 上一致连续. 

如果我们回顾一下§ 2- 7中引入的开覆盖的 Lebesgue 数的概 
念，那么这个事实的证明是简单的.事实上，如果给定 e >0, 则对 
每个 存在一个数 S ( p )>0 使得及 CS w ) ( p )) c ^ /2 OFGp )). 

族 { B « w ( p ), 批幻是 I 的一个开覆盖.设 S >0 是这个族的 
Lebesg ⑽数 (§ 2- 7性质 3). 如果？€禺 ( p ), 政心则？和 P 属 
于这个开覆盖的某个元素.因此 P (少 )一 由于2是 
任意的，所以 F ^ B 8( p )) czB £ ( F ( p )). 这表明,正如我们希望的那 
样， S 满足一致连续性的定义. 

D 连通分支 

当一个集合不是连通集时，可以将它分解为一些连通分支. 
为使这个想法精确化,我们首先证明下面的命题. 

命题 14 设是一族连通集，且 

r\G a ^0, 

则是连 通集. 

证明假设这里 [^和 口 2 是(？中非空、不相交 
的开集，并假设某个点属于设由于 
o a 和批。 (7 a , 所以存在某 个仏使 p , g €0 a . 因此 anw 和 
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门? 7 2 是仏中非空不相交的开集. 这与 O a 的连通性矛盾，从而 
表明 O 是连通集.怔毕. 

定义 15 设 2 CR " 和少 €式 崖中所 有包含 p 的连通子集的 
并集 ，称为2的包含 p 的连通分支. 

由命题14知连通分支是连通集.直观上，的包含的 
连通分支是4的最大的连通子集(即它不包 含在崖 的任何 包含少 
的连通子集中）. 

集合2的连通分支在2中总是闭的.这是下面的命题的一 
个结果. 

命题 15 设 Oc :_4 cR " 是一个连通集.则 C 7 在 J 中的 闭包 
G 是连通的. 

证明 我们假设 O ^ U ± {} U s , 这里^ [^是 C 中非空不相 
交的开集.由于所以集合0^1^= ■匕， （7门％，6是£7 
中不相交的开集，且 FiUFa — G . 我们将证明71和7 2 是非空 
的，这样就和 a 的连通性矛盾. 

设 pSR . 因为。在^中是开的，所以在4中存 在？) 的一 
个邻域 TT 使因为 p 是0的一个极限点，故存在 
因而？ 于是 h 不是空 
的.采用类似的方法可以证明 F 2 不是空的，证毕. 

推论 集合 2 的连通分支 C ? c 4 c : R " 在 1 中是闭的. 

事实上,如果 G ^ O , 则存在2的一个连通子集，即它包含 
C ? 作为真子集.这与连通分支 C 的极大性矛盾. 

在一些特殊的情况，集合2的连通分支也是2中的 一个开 
集. 

命睡 W 设是一局部道路连通集汲的一个连通 
分支. 则 C 在4中是开的. 

证明 设 pSGc 式因为2是局部道路连通的，所以存在 p 
在 i 中的一个道路连通邻域根据命题 VT 是连通的.因为 
是最大的, C ?〕 F •，所以 (7 在崖中是开的.证毕. 
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关于曲面的微分几何的基本著作是 Gauss 的论文 “ Disqui-sitiones 
氐 enerales circa superficies curvas ”， Oomm . Soc . Gottingen Bd 6, 1823 〜 
1827. 此文有好几种语言的译本，例如 、 

1. Gauss , K . F ., General Investigations of Curved Surfaces , Raven Press , 
New York , 1965. 

我们相信本书的读者现在已经有能力去读慊这篇文章.耐心和虚心是 
酹要的，但最有益的是经验. 

曲面微分几何的经典著作，是 Darboux 的四卷论文集： 

2. Darboux , G . ? Th^orie des Surfaces , Gauthier - Yillars , Paris , 1887, 
1889； 1894, 1896. There exists a reprint published by Chelsea 
Publishing Go ., Inc ., ITew York , 

这几卷对初学者来说是难以阅读的.然而,除了它能作为有价值的资料 
之外,这部书中还有许多未被深入研究的思想，值得经常反复地去研读. 

用英语出版的书中最有影响的经典著作可能是 

3. Eisenhart , L . P . 7 A . Treatise on the Differential Geometry of Curves 
and Surfaces , Ginn and Company , Boston , 1909, reprinted by Dover , 
New York , 1960. 

经典微分几何中一些直观的思想的出色表述，可以在下面这本书的第 4 
章中找到. 

4. Hilbert , H_，and S . Cohn - Yossen , Geometry and Imagination , Chelsea 
Publishing Company , Inc ., New York ； 1962 (translation of a book in 
German , first published in 1932). 

下面,我们将按年代顺序提出几本其他的教科书.它们或多或少与本书 
处子同样的水平.在 [幻中 可以找到一张更完全的书名目录. 此外, [9] 中还 
包括了相当多 的整体定理. 
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5. SLruik, D. J., Tjecti.zrog on GLi^sical Differential Q-eometryj Addison- 
Wesley, Beading ； Mass .； 1950. 

6. Pogorelor ； A. V v Differential Geometry ； Noordhoff, Groningen, 
Netherlands^ 1958. 

7. Will more, T , J., An Introduction to Differential Geometry, Oxford 
University Press ； Inc.，London 1959. 

8. 0’!s T eill, B., Elementary Differential Geometry, Academic Press, New 
York ; 1966. 

9. Stoker, J. J. ; Differeadal Geometry, Wiley-Interscience, ITew York, 
1969. 

在 [ S ] 中，对本书没有论述的活动标架法，有一个清楚 而基本 的阐述 .另 
夕卜 ，本书中仅作简要论述的曲线论在 [5]、[6] 和 [9] 中有更详细的论述. 

尽管下面的参考文献不是教科书，却应该包括 在内.参考文献 [10] 出色 
地给出 了曲线 和曲面的一些整体性定理. [ li ] 是一 组讲义，它已经成为有关 
达个课題的经典著作. 

10. Ohern ; S. S.jOurves and Surfaces in Euclidean Spaces, Studies in 
Global Geometry and Amdysis, MAA Studies in Mathe-matica, The 
Mathematical Association of America ， 1967. 

11. Hopf, H v Lectures on Differenaial Geometry in the Large, notes 
published by Stanford University, 1955. 

更深一步的阅读，可能应该从学习一些微分流形 和李群 开始.例如 

12. Spivak, M_, A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, 
Vol. Brandeis University, 1970. 

13. Warner ； F.,Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, 
Scott, Foresman, Glenview, III., 1971. 

参考文献 [12] 是一本读起来很有趣的书. [13] 的 1 〜 4 章对这个课题的 
基础问题作了精练的说叼. 

在这以后， 根据读者的爱好和兴趣，可供选择的阅读材料是很广的.下 
面我们列举了一些可能的供选择,但它 们决不 是唯一的参考读物.在 [16] 和 
[17] 中可以 找到详尽的参考书和参考文 献目录 

14. Berger, M., P. Gauduchon, and EJ.Mazot, Le Spectre d’une Yari4i4 
Riemannienne, Lecture Notes 194, Springer, Berlin, 1971. 

16. Bishop, R. L., and R« J. Crittenden, Geometry of Manifolds, 
Academic Press ； New Yojrkj 1964 ， 
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16. Gheeger, J v and D. Ebin, Oocaparison Theorems in Eiemannian 
Q-eomotry^ North-Hollandj Amsterdam, 1974. 

17. Helgason, S v Differential Geometry and Symmetric Spaces, Academic 
Press, New York, 1963. 

18. Kobayashi, S. 7 and K. Nomizu, Poundati' 儿 s of Differential 
Geometry ， Yds. I and II, Wiley-Intersd : , : ee. New York, 1963 and 
1969. 

19. Klingenberg^ W., D. Gromoll, and W. Meyer, BiemaEnsclie Geome- 
trieim Grossen, Lecture Notes 55, Springer-Yerlag-, Berlin, 1968. 

20. Lawson, B. ; Lectures on Minimal Submanifolds, Moncgrafiaa de 
Matem^tica, IMPA, Bio de Janeiro, 1973. 

21. Milnor, J v Morse Theory, Princeton University Press, Princeton, N, 
J., 1963. 

22. Spivak, M., A Oomprehensive Introduction to DifEerential Geometry, 
Vol. II， Brandeis University, 1970. 

极 / J 、 子流形理论，见 [20] 及其中的参考 文献; 与谱有关的问题，见 [14]; 
以及正弯曲流形的拓扑行为，见 [16] 和 [19], 它们仅仅是当代微分几何中许 
多令人感兴趣间题中的三个专题， 
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§1-5 

2. a . a ( J )=( J - ein #, 1- cosf )； 见图 1-7. 奇点： t =2 acn , 这里 n 是任何 
整数. 

7. b . 为了证明当卜 fc — 0时，向量 （ a ( i + J 0- ct ( f + fc )〉/<7»- fc ) 收敛于向 
量 <*'(0, 可以对函数 s , y , 0中的每一个应用中值定理.由于«'(0 
_0,所以由 a ( t + h ), a (i + fc ) 确定的直线趋于由 a '{ t ) 确定的直线. 
8-根据积分的定 X ，对给定的存在次>0,使得如果 | P |< S ', 则 

| (£ | i ( J ») 1 1 <去. 

另一方面，由于 i 在 [«, 中是一致连续的，所以对给定的 e >0 , 存在 
3”>0,使得如果 t ， sg [ a , b ] 且则 
|a-(0-a'(s)|<e/2(6- a ). 

置 S = mi _ n (夂 3"). 于是如果 | P |< S ，用向置函数的中值定理我们得到 
12 |adi) - ot(《‘) | - 2(Si-i — ^|) |ot r (^<)| I 

< I 2(^-1—f*)sup| 0t'(5 t ) I — 2(^4-! — ^) 1^(^) I I 

*< 

< I Hi—O syp I a%) - I I 《音， 

这里与前面的结合起来，就给出了所需的不等式. 

§1-4 

2. 设点 Po = ( a?oj Vqj 和 P=(jh y ? 2 ) 属于平面 _ P , 则 aa ; 0 + % o +^ o 4- 

d = 0 = ax + by ^ rcz + d m 于是， £ J ( a :- a : 0 >+?) (夕 一 y 0 )+ c (>-£! 0 )= O . 由于 
向童 ( o ; -如， y — y Q ; 2 — 以)平行于 A 所以向量 (A 6, e ) 垂直于 P , 给定 
一点从平面 P 到原点0的距离(□由 p =\ p \ co ^ 9 ^ 
OO / jH 给出，这里沒是办与法向量幻的夹角.由于 

p»v d 

p = ~ rT — h . 

3. 这是它们的法向量的夹角. 
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4- 两个平面平行的充要条件是它们的法向量是平行的. 

6. q 和 h 都垂直于交线.于是 ，巧 A 仍与交线平行. 

7. 当平面的法向量与直线的方向垂直时,这个平面与这条直线平行. 

8. 给定的这两条直线的公垂线的方向，是 《 A « 的方向.这两条直线间的 
距离，可通过将向量 r =(%—*：!, y a - yi , « 0 -巧)投影到公垂线上的方法 
得到.这个投影显然是 r 与单位向量的内积. 

§15 

2 . 应用这个事实: a "= kn , a !" = kn '-^- h ' n — — kH -\- k r n — kvb m 
4- 微分4)+岭)》(3)=常数，得到 

(1 — 入左 〉 i Vw — At& =0, 

由此导出 f =0( 曲线落在一平面内） 和 常数=1/先 
7. a . 用弧长作参数表示 < x . 

b . 用弧长 s 作参数表示 < x . 在 81 和勿处的法浅分别是 

jQi ( i ) =«( si ) /8 2 (- p ) = a ( ss ) + w ( s s ), # G R , r € R . 

它们的交点将由满足下式的〖和 ^ 的值 确定： 

«( sa )~ a ( si ) _ m ( si )- TO ( s 2 ) 

S3 —Sl S3 — Si ' 

应用 Taylor 公式 》 Oa )=»»( si )+( S 3- si ) n ’（ si )+ i 5， 并令 s 2 — si , 就得 
到 a , ( si ) = - i » ， ( si ), 这里 i 是当 勿 —& 时 t 和 t 的公共极 限值. 由此， 


13. 为了证明条件是必要的，将 |<*( s )| 3 = 常数微分三次，得到 a ( S )= - S « + 
B'Tb 为证充分性,微分 / SO ) = a ( s ) + Bn-B'Tb, 得到 
ff{s)=t + B{-U-rb) + B'n-{TB'^b-B'n=- (Br + {TB'Y^b. 

另一方面,微分 E 2 +( T - B 0 2 = 常数,就有 

0^2BE' + 2< ： TB')(.TB'y=~(BT! + {TB'y'), 


这是由于 V 孕 0 和 Tfto. 因此， 00) 是一固定点种,且 
I«(s) —扒 | 3 =i^+(rB ， ) 2 = 常数 • 

15. 由于 b '= r « 是已知的， | r | = | b -|. 于是，除一个符号外,》是确定的. 
由于 f =» A & 以及曲率是正的并由 t '= hn 给定， 因此曲率也能被确定 • 


1(]. 首先证明 


nl \ n f * n n 

Vl 2 — 


k 




= a ( s ). 
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于是 , j" a <»<fo=arctan(fc/T ； ); 因此 fc/f 能够被 决定 . 由于 fc 是正的，这 

也给出 t 的符号 . 此外，还知道 1 ，》 1 3 =|- 知 - 刈 2 =& 2 +< 与^^结 
合起来就完全决定了 A 2 和 T 3 . 

17. a. 设 a 是固定方向的单位向量 J 是不变角 . 于是， W=cos0= 常数， 
将其微分就给出因此 ， a = tc OS 0+f> S in 将其微分就 

给出 fccos0 + i ■ 如 0 = 0, 或 /c/V=—toi0= 常数 . 反之，若 A/_t= 
常数 =-tan(9— — 乂 siu0/cos0), 我们可以将所有步骤倒过去，得到 
fcos 沒 + bsin0 是一个常向量 a. 于是 0= 常数 . 
b . 从部分 a 的论证中直接得出 ..t ， a= 常数蕴涵 》•<*=(); 而后一条件意 
味着》平行于与 a 垂直的一张 平面 . 反之，若》 •«=() ， |llJ(dJ/ds).a 
=0; 因此 〆 a = 常数 . 

o. 从部分 <J 的论证中得出 ,~£»= 常数蕴涵 {>•<>= 常数 . 反之，若 
常数 , 微分以后我们就发现 »-a = 0. 

18- a. 用弧长 s 作参数表示《并关于 s 微分叫得到 
|i=(l-r^t + r'w-rrf). 

由于 dS/ds 与5相切，（而/办） •《=(); 因此, r f = 0. 
b . 用弧长 s 作参数表示 a. 用 i 和 i 表示 S 的弧长和单位切向量•因 
为 dl / ds =( dljd 3 ){ ds / d$)j 我们得到 



dt 

ds 


dt 

~1T 


• i~ 0 ; 


因此 , id 二常数 = cos 义于是，利用我们有 


cos e = i 和年年 ， t = -雨， 

ds ds ds 

|siii0| = |£At| = |-^-(( f + TO， )Afj = j-^- ^j. 


从这两个关系导出 


于是，置 r --= A , 最后可得 Ak + Br=l 

反之，设最后一个关系式成立，置 』= r , 并定义 5 =a + m . 于是.，再 
利用这个关系式，我们得到 

—(1— rk)t — rtb = t { Bt — rb ) m 

于悬， 5 的单位切向暈〖是(所由此导出出/办 
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- ((Bk-rv)/VB-^r-)n 因而， n(sy = ±n(s), 而且5与 ot 在 s 
处的主法线重合. 因此， 《是 Ber.rand 曲线. 
c . 假设存在两条不同的 Bertrand 侣线 a=a+rn, o=-a + m. 根据 b 
存在常数 Cl 和 G 使得 l-r* = a 1 <? T ), l - rk ^ C ^ rr ). 明显地， 
Gx + C ^. 微分这些表达式，我们分别得到 h ' = nfG 1; k ' = r'C s . 这蕴 
涵 Jc' = v' = 0 _ 利用曲线局部理论的基本定理中唯一性部分，容易看 
出圆柱螺旋线是唯一的这种曲线. 


| 1 -« 

1. 假定*=0,并考察在 s = 0 附近的规范形式.由条件 1， P 必须是形如 
«=^或 y =0. 平面？/ = 0 是从切面，因而不满足条件 2. 注意到如果 
| s | 充分小，则>0,且 < S ) 与 s 有相同的符号.根据条件2, C = 
V ?/既是正的又是负的.于是，石是平面 0=0. 

2. a . 在; >•=() 的一个邻域内，考察 < x ( s )=( a < S ), ?/(>)， 《( S )) 的规范形式. 

设 CKr + by + epO 是通过 a (0), 0:(0+?^)， ot (0+ fe 2 ) 的平面.定义 
函数 fXs )= a »( s )+ fc !/0)+ c « i ( s ) 并注意到 F { 0 )= F ( hx ) = j ?( ft 3 ) = 
0. 利用规范形式去证明 F '(0)= a , F "(0)= l > fc . 利用中值定理去证 
明当办1，^2->0时, a —•(): 6—0. 于是，当 k 时，平面 ax+by 
+ c «=0 趋向于平面3=0,即趋向于密切平面. 

§ 1-7 

1. 不 存在.可用等周不等式. 

2•设以是圆, 是义的 一条弦，且由4和 B 在 V 上决定的两条弧《和 
P 中的一条，比方说 <*, 有长《 考察由0和 C 组成的分段 C 1 闭曲线 
(见定理1后面的注 2). 设母固定，而 C 在所有连接4和 S 并具长度 
I 的曲线族中变动.由分段 6 a 曲线的等周不等式，这个曲线族中围成 
最大面积的曲线是由于;8是固定的,因此圆弧 <* 就是我们的问題 
的解. 

4. 选择坐标系，使得坐标中心0 在; p 点，且®轴和 y 轴分别按照 p 点的切 
向量和法向量来定向.用弧长作参数来表示 C , a ( s ) = ( a < s ), y ( s )), 并 
假定 a (0) = P . 考察(有限项的) r ay 〗 M •展开式 
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a(s) = a(0) +a , (0)s+a ,, (0)-^- + B, 

这里 l^i?/s 2 =0. 设》是0(在 s=0 的曲率 ，可得 
2.»2 

a ； (s)=s + i^ ?/0) = 士 ^- + 丑讲 

这里 i? v ) 且符号依赖于 a 的定向.于是， 
| fc |= lim ! M £> l = lini ^-. 

«-»0 S J d->0 d ~ 

5. 设0是圆盘 D 的中心.通过一族同心圆将 D 的边界收缩，直到它与曲 
线 c 相交于 P 点.应用习题4去证明 (7 在 p 的曲率 fc 满足 |fc| >l/r. 
8. 由于《是简单曲线，由切线回 转名理 我们有 

j 1 。k(s)ds=0(l)- &(0) =2or. 

因为我们得到 

2 jt =j" k(s)ds<cj ds—Ol_ 

9 •由 Jordan 曲线 定理， 一条简单闭 $ 线 C 围成一个集 X. 如 y 不是 
凸的,就有点 V, q^K, 使得线段 G 包含不属于 Z 的点，且巧■与 C7 相 
交于一点* ", r^p, q. 利用在四顶点定理的证明中间给出的方法， 
证明由？和《决定的直线 i 与 C 在点 P, 1 r 相切，且线段应包含在 
CcE 中.这是一个矛盾. 

11. 注意，丑所围的面积大于或等于 C 所围的面积，而 H 的长度小于或等 
于 C 的长度.通过一族平行于 ff 的曲线（习题 6) 扩张直到它的长 
度达到 C 的长度.由于在这个过程中，面积或是保持不变或是进一步増 
大，我们就得到一条与 C 长度相等但所围面积大于或等于 C 的面积的 

JJf 

12 . ^ 

■M 3 =J (j 

(见图 1-40). 


§2^2 


6 . 不是. * 不是 1 - 1 的. 

11. b. 为了证明 a; 是 1-1 的，注意从，可以得到： t «. 由于 cosh w >0, ^ 
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此《 的符号与 a ； 的符号相同.于是 , sinh I ；(因此0是确定的. 

13. x{u } v) = (sinh u cosv ； sinh u sinv , cosh v ). 

在连接 P (0 = (0, 0, 0 和 q(X)，，h 0) 的直线的方程 
中消去 f . 

c . 将命题 3 推广到平面曲线并利用例 5 中的论证. 
jS . 第一部分使用反函数定理.为决定 R 置 M = p 2 ^= t an93 , 

记 0)eos q> y tj=f(p, 这里 / 是待定的.于是， 

a; 2 + 2/ 2 + J e 2 -=/ 2 -f-« 2 =p 2 , -£- = tan 2 0 # 

由此导出 /=pcos 0, z^pein 6 因此， 

F{u, v, w) = ( , ■-, -」彳[ —, 

、 V(l+w)(l + i; 2 ) V(l + w)(l + n a ) V 1 + w ' 

19- 不是.对^注意在垂直的弧上的点在 W 中没有邻域能写成一个可微 
函数的图.同样的论证也适用于 <?. 


§^3 

1.由于 w 是恒等变换，所以 a ^ a -\ 

5. d 是下面的函数 d : R 3 -> R 在 s 上的 限制： 

d{x, y, e) = {<»-a；o) 3 4 - (y-y 0 ) 3 -b 

(a;, y, g)i^(x 0 , y 0 , « 0 ). 

8. 如果产0, y , «)， 则 F ( p ) 落在直线 #- Kfer ， 咏心々0.与 H 的交中， 
于是， _ _ 

响(綠 ■”)• 

设 U 是去掉0轴的 R 3 . 那末，如上定义的 A PczR 3 -> R 3 是可微的. 
13. 如果/是这样的一种限制，则/是可微的(例 1). 为了证明它的逆，设 
X.. Z 7— R 3 是 s 在 p 附近的一个参数表示 • 如同命题1中一样，延拓*成 
为 F : t / x R -» R 3 . 设 TF 是 p 在 R 3 中的一个邻域使得在讯上 F - 1是 
一个微分同胚.用 〆 3)=/。*。亦。广^)，3€诼来定义央1^41^其中 
« r : I / XR -^ 是自然投影.那末，沒是可微的，而且限制 fl =/. 

16. 作为可微映照的复合 F 在 s 2 - W 上是可 微的. 为了钲明 F 在况也 
是可微的，考察从南极点*=0>, 0, - 1) 所作的球极 投影财 ，并置<?=* 
(当然,我们已将平面 Z =1 与 C 等同起来).然后证明 
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心。 C 是由吻 。扣 xov 【给 出的. 从而得到 


S (0 = 

因此 j 在 C =0 是可微的. 


l n . 

ao + ffiS + … + 5 n P’ 

于是, 〜在 N 是可微的. 


§ 2-4 

1. 设 <<0 =(抑)， y { t ), 办 )） 是曲面上在*=0时通过 ？ 》=(私的，办） 
的 曲线. 于是 J(_), y { t ), Kf'))=o； 因此, /W(0)+/ y! /(0)+//(0) 
=0,这里所有的导数都在 p Q 处计算.这意味着 P» 处的所有切向量都垂 
直于向量 九， /»)，因此，就得所需要的方程. 

4. 用 /' 表示/⑦/®)关于 t = y / x 的导数•则 ^= f - { y / x ) f , a v = f . 于 
是，在(％ !/ q ) 处的切平面方程是 a = a；of + (/- (3；- x 0 )+ f(,j 
-%),其中的函数都是在(叫?/ 0 )处计算的.由此导出，若35=0, y=0, 则 
*=0. 

12. 对于正交性，比方说，考虑前面的两个曲面.它们的法向量平行于向置 
(2 cn - a , 2 V , 2e), (2a;, 2 y - b , 2s). 在这两个曲面的交集上⑽=如，因 
而,在这两个向量的内积中利用这一关系就可证明这个内积等于 0. 

13. a. 设 <0是 3 上满足 《(0) = P , i(0)=«; 的曲线那末， 

df P ( w ) = ~-(( a ( t )- p 0 , a ( t ) - p ^) | ,. 0 = 

由此得出，‘当且仅当对所 有的扣 € LOS) 成立 p - p 0 ) =0 时,; p 是 
f 的一个临界点. 

14. a. /(f) 在区间（一 ％ C) 中是连续的 ， lim/(*)=0, lim /(#)=+oo. 

<-+-•» t ^0, t <0 

于是,对某个 C),/({!) = !. 类似地 可找剎 实根知 €(C, 

6 ), h € (Pi °). 

b. 两曲面 /(G)^ 和 /0)=1 是正交的条件为 

U 0 i ) U ( h ) + 八⑹八⑹+/•⑹/,⑹ =0. 

这个条件可化为 

x 2 V 2 , * a „ 

( a - t 1 )( a - t S i ) + (t>-t 1 )(6-i a ) ^(c-tiXc-ta) ^ 0, 

而上式可从 f ( h ) -/(fa) =0 导出. 

17. 由于每一曲面局部上都是一个可微函数的图，所以在 p 的一个邻域内， S! 
由 /(», V , «)=0给定, s* 由 g ( x , y , 0)=0 给定； 这里0是可微函数/ 
和分的一个正则值.在 P 的这个邻域内， Si n S S 是作为映照 R 3 -»R a , 
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n?) = (/(9), P(<7)) 在（0, 0) 的原象给出的.由于 Sl 和 s s 是横截相交 
的，因此法向量(/»， 九， 和 (&, 知 &) 是线性独立的.于是， （0, 0) 
是 F 的正则值而 Sin*3 是一条正则曲线（参见§ 2-2 习题 17). 

20. 在(抑， r c ) 处的切平面的方程是 

苧 + 爷 =1. 

过0且垂直于切平面的直线由下式给定 
xa - _ ?/办 3 一 
yo 

由最后一个表达式，我们得到 

aA» 2 _ _ ^d 2 _ a^+bV + cV 

a»o VPo axc a + yy 0 + ee 0 • 

由同一表达式并顾及椭球面的方程,我们得到 


a»o _ yyo _ etsp , 
A !。— yl > b i ~' zo / c J " 


xxo + ytjo + eg 0 


再从同一表达式并利用切平面的方程,我们得到 


a ; 3 — y 2 _ g 2 _ a ; 2 + y g + g a 

(,x oX y/a a _( 卿 )/{> 2 一 （ ¥)/c 3 猶 I * 

后面三个方程式的右边部分是相等的，因此就得到所断言的方程. 

21. 模仿第二章附录中命题9的证明. 

22. 设 r 是与 Sf 的法线相交的那条直线，并设 ？ €乂包含 P 和 r 的平面 
也包含 S 在 Pin 5上的点处的所有法线.考虑通过 P 且垂直于 r 的一 
个平面 P 9 . 由于过 P 的法线与 r 相交，因此^横截于 T r ^ 8 y , 因此， 
P 3 n S 在 p 的一个邻域内是一条正则平面曲线 (7( 参见§ 24习题 17) .更 
进一步,朽 n h 垂直于 T P ( S ) n Pr , 因此, i^n p 3 垂直于 (7. 由此得出 
0 的所有法线都通过一固定点《=叫巧；从而^被包含在一个圆周上 
(参见§1-5习题 4). 于是，毎一点5都有一个邻域厲于某个以 r 
为轴的旋转曲面.由连通性， * 属于这些曲面中确定的一个/ 


§ 3-6 

8. 由于紐/如=0, S =£( m ) 只是 m 的函数. 置 “ fs / Edu . 类似地， 
G =(?0；) 只是《的函数，可置石=]\/百咖.于是, ii 和 S 度量了沿坐标 
曲线的弧长，因此忍 F = oos 0 § 

9. 用弧长将生成曲线参数化， 
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13 •由于密切平面与汉垂直,汉'=咖，因此， t 2 = IYI a =^ cos 3 e + hUn - e , 

这里0是与曲线的切线的夹角.由于是渐近方向，我们得到 cos 5 0和 
sin 2 0是私和的函数,将它们代入上面的表达式就得到 r 2 = 

14 •置 & =心心及入 3 = 7 ^ N U 我们有 

仏一入 2 |=列〈„, N,)^- {n, N 公 Ah\ 

. = \//\，i + Al - 2/\ ， iA. 2 cos 0. 

另一方面， 

|si n 6| = |2V 1 AW 3 | = | n AdAA)| 

= l («, N a ) N ^( n , N ^ N ^. 

16 - 用一个包含环面的轴的平面去截这个环面并利用习题 15. 

18 • 利用下面的事实，即如果 0=& r / w , 则 

0 -( 0 ) = 1 +cos 2 0+ ‘•. + cos 2 (m— 1)0= 吾， 


这一事实可利用下列两点加以证明 ，即 

以及在求和符号下的表达式正好是一个几何级数的和,它给出 
sin(2mg—g) 一 工 
sin B • 

19. a . 将 * 和用主方向构成的基 e 9 } 表示出来，并计算 〈 di \ T (0, 吣. 
b . 微分 cos 0 = < W ,»>, 利用抓 (*) = U + W , 并注意 < N ,&> = 
(K N ) = sin 仏这里 & 是从法向量. 

20 •设的 ， 办和 私是过 p 的 曲面. 证明（7 1= *办 n 札关于^和馬 的测地 
挠率相等;其值用 A 表示.类似地，竹表示 C ^ S ^ Si , 的测地挠率, T * 
表示沁 n 的的测地挠率•利用％的定义证明 ：由于 c ? i , c ? 3 , c 8 是两两 
正交的，因此 ti + tt ^ O , Tr a 4- T 3 =0, r 3 + ri =0. 由此得出灼=甸=灼= 

0 . 


§ 3^ 

2- 渐近曲线:《=常数,《 =常数.曲率线: 


幽 


logOw + Vt ^+ c 3 ) 士 w = 常数^ 
3. w+b 常数. M- « =常数. 
ti . a. 取直线『为《轴 〆 的一条垂线为*轴，我们有 
I - 』 2 . 


置 $ = 81X10, 我们得到 

«(5)= f °? S ^ d9 = log tan -^-+ cos 0+(7, 

J sin u 2 

如果 《(«r/a)=0, 則 6'=0. 

8. a. 如果忑=右和叉二右是满足接触定义的参数表示，那末断言显然 
是真的.如果:X和 Z 是任意的， 考察： 这里 A 是坐标变 
换.由此得出 foX = fcX l0 h 的偏导数是 f » X ! 的偏导数的线性组 
合，因此，随着后者等于零它们也等于零._ 
b- 引入参数表示 »)=(», y , /O, y〉) 和 !/)=(*, y , .7(*, 

?/)), 并定义函数 fc(®, », *)=/0, y)-«. 注意办。 2=0 及 
-J. 从〜应用函数 fc 就可得出/-7有阶数 <2且在 (0, 0) 处等于 
零的偏导数. 

d. 由于阶数 >2的接触蕴涵阶数>1的接触，因此这个抛物面通过 p 
且在 P 点与曲面相切.取平面 AW) 为巧平面，則抛物面的方程变 
成 

/(*, y) =ax 2 +2bxy + cy 2 +dx + ey. 

设《=/0,的是曲面在平面 2V：S) 上的新表示，利用部分6,我们得 

到 rf=e=0, £( = 1/^ ， 0=|/ 仰 . 

15. 如果存在这样的例子，那末局部地它可写成《=/(% ?/), 而八 0,0) = 
0, f m (0, 0)=/ y (0, D^O. 所给的条件要求在 (0, 0) 处 /L+/?#0 并 
且 Uf VV — fly 一) 二且仅当(％ £/) = <0, 0) 时成立. 

作为尝试，亶 '/O, !/)=«(*) +^3(«/)+*^这里 aO) 只是*的函数， 
/3(y) 只是!/的 函数. 我们证明 cu^cosa:, 氏*= cos j/ 满足上面的条 
件.由此得出 

/(*, y) =cos 2 !+cos y+ay— 2 
就是一个这样的例子. 

16. 取一个包含这个曲面的球面然后连续地减少它的 半径. 研究球面第一 
次碰到这曲面的那些点处的法截线. 

19. 证明双曲面包含两个单参数的直线族，族中直线都必定是渐近线.为了 
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找出这种直线族,将双曲面的方程写成 

(*+■»)(> —a) = (l — y ) (丄 


并 证明： 对 每一个 直线 a:+s = fc(l+y), »-0 = (Vfc)(l-y) 属宁 

曲面. 

20. 注意，对某个函数/成立 《/&)=/〜， 并且对曲面上每一条 
曲线 a ⑴=(邮)， m ， KO ), 脐点满足方裎 

(^ 1 a w >n }^ 0 - 

假定#0,用乘这个 方程然后消去 z 和 d^fdi (注意此方程对曲面 
上的每一个切向量都成立). 于 是就可找到四个脐点，即 


若*=0,则并不能得到任何新的脐点. 

21. a. 设 dZV(v 1 )=av；i+&v 3 , 直接计算得到 

b. 证明 }N=ix/a\ y/b\ e/o^ = W, 并注意 




选择％ 使得外 A v a =N, 就可得到 


(diJNXvi) Adf(NX^), fN)= 

这里 Z = *). 于是， 〈％ X >=1. 

24. d. 在 R 3 中选择一坐标系使得点 p€S 为原点0,呼平面与心以）重 
合，《轴的正向与汉在 P 点的定向相同.进一步，在 T P OSO 中取 a: 
和£/轴与: P 点的主方向一致.如果 P 充分小 ，则它可表示为下面的 
可微函数的图， 




这里 D 是 R 2 中的开圆盘，且 

U0, 0)=/„(0, 0)=/ 邮 (0, 0)=0, fUO, 0 )=屹 f iy {0, 0)= 知 . 
不失一般性,我们可假定在 D 上 fe!>0, h>0 , 并设法证明在 D 上 
/(*, y )> o . 

假定对某个 (5, y) e D, f(x, j/)<0. 考察函数知0)=/(应，砑)， 
0<«<1 由于似 0)=0, 存在 h 使得峨0<0.设 P 户 

并考虑 > 关于在 PI 处的切平面 T pl {d) 
的高度函数 fei. 限制于曲线 a(0 = (A 每， Sitx. ㊉ )） 时，高度函数 
N,), 这里^是 Pl 处的单位法向量.于是， 
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衫 (*) = <«〃(*), W!〉 ，且在 f = h 处， 

hl(e) = {(0, Q, -Mpi\ 1 》 =*S(W<0. 

但是的 ( {l ) =〈</%), 仏〉，除了一个正因子外，是 2) 处在 Ah) 方向 
上的法曲率.这是一个矛盾. 

§a-4 

10. c. 将问题化为这样一个事实:即如果 A 是无理数， m 和 n 取逋整数，则 

集合 {Xw + n} 在实直线中稠密.为了证明这一事实，仅须证明集合 
{从》+»}有任意小的正元素.假如不是这样:设法证明认 w+ W } 的正 
元素的下确界仍厲于 {Aw+n} ■，从而得到一个矛盾. 

11. 考察 k 的轨线的集合要求 <0) = P ，并置7=7山.由唯一 
性，极大的轨线 a: 1 — 0 可用 a(t) = « 4 (0, fel 4 来定义. 

12. 对任一 2 e 沒,存在3的一个邻域 P 和区间 （-e, 6) , «>0,使得 «(0)=g 
的轨线《⑺在(-8, e) 中是有定义的.由紧致性，可以用有限个这样的 
邻域覆盖&设〜是相应的 s 值的最小值.如果《00对有定义 
而对 M 没有定义，则取4 6(0, O 而考察 Tf 的满足 

的轨线 m , 得到矛盾， 


§ 4-2 

3. 必要性部分的证明是直接的.为了证明充分性的部分，设？£汉， vs 
T P {S^, v^O . 考察曲线 a： (-S, S )— 見 a'(0) = «. 我们断言： 

I却 /y(0〉〉l = l«AO>l. 否则，比方说 l*P P (a'(0))|：Hot，(0)|， 从而在 
0的-一个含在 （ — s，s) 中的邻域 J 内,我们有 | 却 P (<»'W)|>|«'(0| .这 
意味着 <J) 的长度大于的长度,这是一矛盾. 

6.在~的一个令?域内用弧长《作为《的 参数. 在平面中作一曲线具曲率 
fc=Ks)， 然后应用习题 5. 

8. 置 0=(0, 0, 0), G{O') = p 0 , G(p)-p 0 = F{p\ 于是，映照 F:R 8 —R a 
满足罗(0〉= 0且 POOIHGCp )—G(O) 卜 |p |. 这说明 f 保持 R* 
的内积.于是，它将基 

{(1, 0, 0) =f 1} (0, 1, 0)=/ 2 , (0, 0, 1)=/ 3 } 

映成一个标准正交基，而且若 P = ^a ( f ( , i = 2, 3 , 则 F(p)=S<x«F 

(J t ). 因此, F 是线性的， • 




I4S2] 提示号答案 

11* *• 由于 F 是保持距离不变的，而且一条可微分曲线的弧长是它的内接 
多边形的边长的极限，因此在汉上的限制保持及中曲线的 
弧长不变. 

o. 考察平面上的一块开带形到去掉一条母线的圆柱上的等距. 

12. F { x , y , ^) = (.r, ~ y , 在 C 上的限制是 (7 的一个等距（参见习题 

11), 它的不 动点是 (1, 0, 0) 和（―1, 0, 0). 

17. 斜驶线与球面的经线交成固定角.在 Mercator 投影(见习题 16) 下，经 
线变成平面上的平行直线.由于 Mercator 投影是共形的，因此斜驶线 
也变成直线.于是，球面上的那个三角形的内角和，等于一个平面直线 
三角形的内角和. 


§44 

6. 利用这个事实，即测地曲率的绝对省等于普通曲率在切平面上的投影的 
绝对值. 

8. 利用习题1的部分 b 及 §3-3 的命题 5. 

9. 利用经线是测地线及平行移动保持角度的性质. 

10. 应用关系式苟+褚=舻及 = Meu S nier 定理于投影柱面. 

12. 将的一个邻域用参数表示，使得两族测他线成为坐标曲线（§ 34 
推论 1). 证明这意味着 F=0, 艮 = 0=G U . 再作一参数变换使得 P = 
0, S=S=1. 

13•在(幻中固定两个正交单位向量” ( P 〉 和 w( P ), 然后将它们平行移动 
到 f 的每一点.于是得到两个可微的正交单位向量场.将 f 用参数表 
示，使得这些向量的方向与坐标曲线相切，因此它们是测地线.应用习题 

12 . 

16. 将 p e s 的一个邻域用参数表示,使得曲率线是坐标曲线而1>=常数是渐 
近曲线.由此得出 e u =0, 从 Mainardi-Godazzi 方程可断言 ®„ = 0 .这 
蕴涵《=常数的测地曲率是零.观察环面的上半部的平行环可以得到所 
需的例子. 

18- 利用 Cllairaut 关系（参见例 5). 

19. 在方程 0) 中，将 Cliristoffel 符号用它们作为 E, P 和 G 的函数的值代 
去，并微分第一基本形式的表 达式： 

1=E(m') 2 +2FmV + 6 ! (v , ) s . 
ao. 利用 Ckirwt 关系 . 
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§4碭 

( b . 注意映照户⑤ 2 ,《=(3) 3 给出了一个从球面* a + j / 2 + it 3 = l 
到曲面 ㊣ 2 +(刃 4 + (5)«=1上的同胚. 

6. a . 限制 v 于曲线 a ( S ) = (cost, sin t), te [0, 2 jr ]. ■«(*) 与 a ? 抽的夹角 
是 t 于是，25^ = 2$因此 ， Z = l . 

d . 将 w 限制于曲线冲 ) = ( cosf , sin t ), K [0, 20,我们得到 《( t ) = 
(cos 2 f -sin 3 J , - 2 cos t sin t) = (cos 2 t, - sin 20. 于是 ， I =—2. 

§4-6 

8 -设 ( P , 内是测地极坐标系，使得它的极点是△的一个顶点，而△的一 
条边对应于 0=0. 设其余的两边由和 p = fc (6) 给定.由于对应 
于极点的那个顶点不厲于坐标邻域，因此取一个环绕极点的半径为 s 的 
小圆.于恳 

ffz v~dp d 0= f :° 昍(您 1 f i VGdp^ 

注意 = - ( V ^) PP 及 lim (^) 0 =1,括弧里的极限就由下式给 
8~*0 

出 

l ~^ 01 ( h { O ) 7 0). 

利用习题7,我们得到 

JjiC V 0 dpd$=j^d$ - | o ° dq>=a 9 -~(jjt- 03 - ai) = ]^3 «<- 

厶 

12. c . 对 XeO , 问题是平凡的.对 S ：>0, 利用部分 b 对 S <0, 考虑伪球 
面的一个用极坐标 ( P , 的作参数表示的坐标邻域 F (参见§ 3~3习题 
6部分 b ), 亦即 , F = 0 , G = sinh 3 p . 计算7的测地线，为方 
便计，作一坐标变换 tanhp = l/ W , p+0, 0=0,结果有 

而其余的 Cliristoffel 符号等于零.由此导出非径向测地线满足方程 
( d 2 w / d 沪 ）+ io = 0, 这里 w =«;(0), 于是 ， A cos 沒 +B sin ft 即 
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A tanh p cos 沒丄 5 tanh p sin 汐 =1. 


因此，由 

g = tanh p cos 9, 77=tanh p sin 9, (|, rf) g R 2 , 

给出的从 P 到 R 2 的映照是一个测地映照. 

13. b . 定义 X呼 ' < p ( f 7 )c R 3 — 怂设 v=v(.u) 是卩中的一条测地线. 
由于 p 是一个测地映照及 R 2 的测地线是直线，因此 d^v/du^O. ^ 
此条件代到部分《里就可得到所要的结果. 

0. 方程 （ a ) 可利用部分 b 从 §4-3 的方程 (5) 中得到.从 §4-3 的方程 


(5 a ) 及部分 b 我们有 

kf= (: ri^-^cn^x+rm. 

在上面的表达式中交換《和《然后减去所得的式子,我们得到 
= ( Pf 3 )„, 由此得到方程 ( b ). 最后,方程 ( c ) 和 ( d ) 可分别从方程 ( a ) 
和 ( b ) 利用交换 m 和《的方法得到. 

d . 将方程 ( a ) 关于％方程 ( b ) 关于 w 求导,并将所得结果相减,我们得到 
EK„ — FK U = —K{E V — F„) —J< 1 P] 3 +-EJ 1 i2). 

利用 rf 的值，上面的表达式就给出 

EK V - FK„= — Z ( 丑 „ — F„) +K(E v -FJ^0. 

类似地,从方程⑷和 ( d ) 我们得到 FS „- GX u = 0, 由此 K V =K U = 

0. 


§4-7 

1•在 2V。 必) 取一标准正交 基如， 仍}并将 ei 和勿沿着 a 作平行移动，结 
果在每一 T m { S ) 得到一个标准正交基 {ei(0, e a («)}. 置 w(a(0) = 
Wi (*) e ： i ( S )+ w ；2 O 2(0 •则 而等式右端是 

r^cs) 中曲线 WiOO^+t^COQS *=0处的速度向量. 

2. b . 证明如果汍， * S ) C 了是小区间且不包含 “ a 的角点”，则 0:(()^ S S )) 的 
切向量场能延拓成在< 3 ))的一个邻域内的向量场 !/. 于是，将 
1) 和限制于《,性质 3 成为 

去⑽ )， « C 0>=(^ w }+(^ 誓〉， 

这蕴涵在《|(匕 （2) 上的平行移动是一个等距.由紧致性，这能延拓 
到艫个 J. 反之，假定平行移动是一个等 距. 设 a 是贫通过点 P (_S 
的轨道.将”和 w 限制于 《• 象在习题1的解答中那样选取标准止 
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交基{01(0,办 (0) ■，并置幻(0=幻此+娜3, to ( i )=^ i + W 3 e 3 . 则性 
质3成为“乘积求导法则”： 

去叫+?%謦， 一 u 

c. 设 D 已给定，并选取一正交参数表示 a；(M, W). 设2/ ==yia； u +!/!i®„， 
w^tda^ + w；!：!^ .从性质 1， 2 和3得出 IVc 是由 A^a^， D „ x „, D „ x 0 
决定的.置 A；„®u=^i：^+2?ia^, D w x v = A \ 2 x u + A ^ v , D Xv ce v = 
Ahx u + A ^,. 由性质 3 可以得到与 rt 满足同样的方程（参见 
§ 方程 (2)). 于是，馮= 1^,这就证明了 IV；与“取普通导数然 

后投影到切平面上”的运算相同. 

3. a. 注意 

扛 0 .,)(1, 0) = (^。=去 7 0, «(0> «(0)|.-o-<0, 

b. 利用 a： 是一个局部微分同胚因而可用一族$在其上都是一对一的开 
区间去覆盖紧致集 I. 再用 Hein 6- Borel 定理和此覆盖的 Lebegua 
数(参见 §2-7) 将结果整体化. 

c. 为了证明 F=0, 我们计算(参见习题2的性质 4) 

d w — d / dx dx \」 D Bx Bx \ 

. } dx D dx\_fdx D dx \ 

\ ds J 3s 3t 1 \3s f dt 3s r 
这里已利用向量场心沿着常数是平行的.由于 

dt Xds' ds/ \ dt ds 1 ds!' 

F 与 s 无关.但 F(0, f)=0, 因此我们有 F = 0. 

d. 这是 P=0 这个事实的结果. 

4. a. 应用 Schwarz 不等式， 

其中 5T= \da/dt\, 

5. a . 注意到 ^0)= J ^{ C^w/^ v ) 2 +^(r(^ 0. 沁}咖，我们得到（为方便 

计，记 0=^(^ 0) 


，= lo{ 2 WW + ^~ M， } dW - 
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由于对古= 0,如/如=0且船/如= 0,我们已经证明了第一部分.进 

m 备)、喏 1^祭(^1+. 

因此，利用 ff uu =-asVG 并注意到对 s=o, Vg = i . 我们得到 

，( 0 )= 2 1;{(普) 2 -向 2 K 

6. fa. 选取 s>o 和 Rb/S 中的坐标 使得？ >(p, 8 )=g. 考察点0,0=% 
(p, e+2：wsin/3) = ri， …， （p, s+2or/b sin/?) =r t . 取 s 充分小，我们 
看到:如果 2 姑 sin /S<® (图 4-49), 则直线段 7^ u •••, 7^ k 属于 K 
由于 P 是局部等距，这些线段的象将是连结2与？的测地线，它们显 
然在3处有角点(图 4^49). 

o . 必须证明每一条测地线 7 : [ 0 , rCQ )= r (0- g > 是部分 b 中 

提及的直线段…，^中的一条在史下的象.对于 o 的某 
个邻域 叚制? >、=色是等距.于是 "^7 是从 r 。 出发的射 
线 i 上的一个线段. 由于？ >(乙)是与7([0,①在一个开区间上重合 
的一条测地线，因此它在 y 有定义的范围与 y 重合.由于 y (0=3, 
通过点集〜一 1, •••，*，中的一点，比方说 o , 于是 r 是 
ror t 的象. 


§料 

3. a. 利闬关系式〆 f =-5> 去得到将后一式的两 
边积分并利用题中的边界条件. 


§&-3 

5. 假定关于 d 的每一 Cauchy 序列都收敛.设 y(s) 是用弧长作参数的测 
地线.用反证法，假设 7(s) 对 s<s 0 有定义但对 s = s 0 无定义.取一序 
列 {s„}—So. 于是，给定 s>0, 存在％使得若％ w>» 0 ，贝 Ijlsn-sjcs. 
因而， 

d Cr(sm>, r(s»))<|s n -s m | <e ; 

{Ks„)} 是关于 d 的一个 Cauchy 序列.设 {y(s„)}—p。e <?，并设 W 是 p 0 
的一个象在 § 中由命题13时羊给出的邻域.若％ »充分大，则连 
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结 7(0 和 y0„) 的小测地线明显地与7重合.于是， y 能被延拓通过 
仰 , 矛盾 • 

反之,假设 S 是完备的， {p„}^S 上的点组成的关于 d 的一个 Cauchy 
序列.由于《大于或等于欧氏距离丨所以 {p„} 也是关于3的一个 
Cauchy 序列.于是，切„}收敛于灼 eR 8 . 用反证法，假定 P。^ 久由于 
Cauchy 序列是有界的，因此给定6>0,存在指标％使得对所有的 
«0，距离 dip %, P„)<8 .由 Hopf-Einow 定理，有一极小测地线 r» 连 
结和仏，而 y« 的长度 <s . 当时， y» 趋向于一极小测地线 
% y 的长度 <6. 将7用弧长 s 作参数.则因为 y 对 s=s 无定 
义，这与 S 的完备性矛盾. 

6. 设彳 是 S 上的点的序列，使得 d ( ip , p „)^ co . 由于5是完备的，汉上 
有极小测地线 r .( s ) (用弧长作参数)连结 p 和 Pn 且 rn (0)= p . 单位向 
量集必(.0)在 2^(5) 的（紧致的）单位球面上有一极限点 a 设 r ( s ) = 
exp p s-y ; s>0. 于是, yCs) 是从 p 出发的一条射线.为证明这一点，注意 
对固定的 s 。 和充分大的 Ihq r « C s o ) = r ( s o ), 这是从测地线对初始条 

件的连续依赖性得 出的. 进一步，由于 d 是连续的,因此， 
lim d(p, y”(s 0 ))=i (扎 y(s。)）. 

但是若足够大： ^(^r»(so))=so. 于是， Kv , r( s o))=«o； 所以7是 
一射线. 

8. 首先证明；若 d 和3分别表示5和 S 的内蕴距离，则 d { V , q )> ca { q ， ip ), 

<p(gi)), 现在设{??„}是汉上的点关于 d 的 Cauchy , 序列.由 

于刚才指明的事实， VCP-.)} 也是关于3的 Cauchy 序列. 由于§是完 
备的， P(P。). 由于9>一 1 是连续的， Po . 于是，关于 d 的 
每一 Cauchy 序列 收敛； 因此汉是完备的(参见习题 5). ' 

9. 沪是 1-1 的： 用反证_，假定 Pi¥=p 3 €^i 使得〆: Pi)=?»0)=g. 由于 
禺是完备的,有极小测地线7连结 P1 和外. 由于供 是局部等距，？>。7是 
一 条连结 g 和 g 的 长度与 y 相等的 测地线 •在?> 。 7 上任何不同于 2的 
点能用两条测地线和2连结，这是一个矛盾. 

是到1: 的： 由于？>是局部微分同胚，？>(的) 〔 冼 是&中 的一个开集. 
我们 将此明 (的)在私中也是闭的;由午私是连通的，这将蕴涵 K ^ i ) = 
爲.如果 〆汉 1) 在的中不是闭的;则存在一序列化(和)}, P- e 私，使得 
{?>(P n )}->Po 法于是， ■ iKyO} 是9>(这1)中一个不收敛的 Cauchy 
序列.由于?)是 1-1 的局部等距， { p n } 是次中不收敛的 Cauchy 序列， 

• 这与氏的完备性相矛 盾 . 
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10. a . 由于 

A-Q l o < pQ,)-) = A-{ (p {t') > =〈 〆 (*)， «>=( gradA , v) 

和 -^-(A °q>(J)}=dh{p'{t)) =dh (grad K) = (grad b, grad?>), 

我们令上面两个关系式中的最后一项相等，就得到结论 lgrad ~< l . 
b . 假定中(0对 t<t 0 有定义而对 t=t 0 无定义.则存在序列 { U—k 
使得序列 V ( t )} 不收敛.如果饥和《充分大，利用部分 a 我们得到 
9>(40)<j i m |grad WO) 

这里 d 是 5 的内蕴距离.这蕴涵是一个关 于这不 收敛的 
Cauchy 序列，与 S 的完备矛盾. 

§6-4 

2-假定 


Iim( inf K<x, ^))=2<7>0. 

r—«> *2+ya> r 

则存在 B >0, 使得若 (A 这里 

D={(a>, 2/)€ R 3 ；a； 2 +s/ 2 <B a }, 

就有 y)>G. 于是，取圆盘 D 外的点，我们可得到任意大的 II 盘, 
在这些圆盘上 V)>0>0. 容易看出这是与 Bormet 定理矛盾的. 


§5-5 


3 - b. 假定<1>&并在关系 o) 中置〃 =6. 利用初始条件和在 [0, 6] 中 
!/({>) <0, «(b)>0, m>0 的事实去推出矛盾. 

0. 由可得到 v7v>«//w; 即， （logv)Xlogw) 1 , 现在， 
设 0< So <s< a ， 并将最后一个不等式从 So 到 S 积分,得到 
log w(s) -log v ( s 0 ) >log.w(s) — logM(s 0 )； 

也就是说， F( S )/ M ( S »«( So )/ M (3 o ). 下一步，注意 


于是,对一切 s € [0, a ) ， v(s) >u(s). 

6. 用反证法.假定对 s 。] 都有 《( s )_0. 利用习题3部分 b 中的方 
程 （*)( 取 s = So ), 我们得到 



提示与答案 


Jj(S - L)Mi>ds+M(s 0 )'U , (so) -mW^CO) =0. 

假定，比方说，在 (0, so] 上 W ( s )>0, <s)<0 .则 ”'（0)<0, u'(s 0 )>0_ 
于是，在上面的和式中的第一项 >0,而其余的两项>0,产生矛盾.其余 
的诘况可类似地处理. 

8. 设，是沿性质 J ( D =0 的 Jacobi 场 J 的向 H 空间.^是2•维向量 
空间.由 T 〜1 : J 7(0) 不是共轭点，因此，由 d ( J ) =./(0)给出的线性 
映照0: 是 1-1 的，从而由于维数的原因是一个同构.于是， 

存在 j e ^•满足 "0) = w 0 . 用同样的方法，存在一沿的 Jacobi 场 J 
满足 J (0)=0, J (2)=«> i . 所要求的 Jacobi 场由给出. 


§5-6 

10.设 y: [0, q—s 是上的一条简单闭测地线， V(0)€ 2W50 使得 K0) 丨 
=1, <«(0), y(0»=0. 取《(0)沿 y 的平行移动 <s). 由于 S 是可定 
向的，因此⑼且《定义了一个沿 r 的可微向量场.注意， f 是正 
交于7的且&/心= 0, s€[(M]. 定义一个(端点自由的)变分 ft: [0,1] 
Xi - e , e 、 一 S 为 

h{s, t) ^exji^tv^s). 

验证: 对较小的*,变分曲线 h (/) = Ks ， f ) 是闭曲线.将弧长的第二变 
分公式拓广到现在的情况并证明 

L【(0)=—£zrfs<0. 

于是，7 W 比所有的由技小的~比如 |f |<5< 8 , 决定的曲线都要 
长 . 将参数 《 变换成 VS, 我们就得到所要的同伦. 


§6-7 

9. 利用曲面上一曲线的测地挠率％的概念(参见 S3- 2习题 19) .由于 

■S 

这里 c ' 0 s 9 = ( N ， n ), 以及曲线是闭的和光滑的，我们得到 _ 

j* rds — J r g ds=2ccn f 

这里 w 是一个整数.但是在球面上所有的曲线都是曲率线.由于曲率 



1>0] 


提示与答案 


线的特征是测地挠率赏于零 (■参 见§ 3- 2 习题I 9 ),我们有 
j" ird$^2atii, 

由于球面上的每一条闭曲线都 H 伦于零,因此整数》显然 昆裒. 

§ 6-10 

7- 我们仅需 证明： 趋近于 R 2 + 边界的以孤长为参数的测地线 7(s), 对参数 
s 的一切值都有定义.如果不是 这样， 就将有一条这样的测迆线，它从 
一固定点 P。 起只有有限长但是对于 R 2 + 中作为 测地线 的圆，我们有 

H L 一 卜 °°， 

同样的事实对于 B a + 中垂直方向的直线也成立. 

10. e . 为了证明这度量是完备的，首先注意它优于 R 2 上的欧氏度量.干 
是，如果一序列关于给定的度量是 Cmichy 序列，则它也是关于欧氏 
度量的 Cauehy 序列.由于欧氏度量是完备的，因此这样的序列收 
敛.由此导出给定的度量也是完备的(参见§ 习题 1). 



